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무선통신에서 WSF을 이용한 신호 도래각 추정
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Estimation of AOA Using WSF for Wireless Communications
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요   약

센서 배열을 이용하여 모르는 신호 매개변수들을 추정하는 것에 대한 연구가 광범위하게 진행되어 왔다. 또한 

최근에는 셀룰러 시스템의 이동통신 이용자 수가 폭발적으로 증가되어, 다중 사용자로 인한 간섭이 매우 커지고 

있다. 이러한 문제를 해결하기 위한 방법으로 채널 용량을 더 증가시키기 위한 안테나 배열기술의 응용이 연구되

고 있다. 이 논문에서는 이동국 근처의 국소적 산란 신호의 새로운 모형을 평균 조정 벡터를 이용하여 만들고, 몇 

가지 분포에 대한 수학적 유도를 하였다. 이 모델에서 신호 도래각의 추정은 weighted subspace fitting(WSF) 기법

에 바탕을 두었고, 통계적 분석과 모의실험을 통해 성능을 보였다.

Key Words：angle of arrival, weighted subspace fitting, wireless communications

ABSTRACT

Estimation of unknown signal parameters with sensor array measurements has been investigated quite 

extensively. Also, there has been in recent years an explosive increase in the number of mobile users in wireless 

cellular systems, thus contributing to growing levels of multi-user interference. To overcome this problem, 

application of adaptive antenna array techniques to further increase the channel capacity has been discussed. In 

this paper, a new model of locally scattered signals in the vicinity of mobiles is proposed by defining the mean 

steering vector and is manipulated mathematically for several distributions. Under this model an estimation method 

of the angle of arrival(AOA) is investigated based on a weighted subspace fitting(WSF) technique. Statistical 

analysis and simulations are also considered.
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Ⅰ. 서 론

  최근 이동통신 가입자 수가 급속도로 증가되어, 

그로 인한 다중 사용자사이의 간섭 문제와 통화 품

질 문제가 불가피하게 발생되었다. 이러한 문제를 

극복하기위해 공간적으로 선택적인 정보를 주고 받

을 수 있는 안테나 배열을 기지국 또는 엑세스 포

인트 등으로 응용하는 것을 고려하게 되었는데 특

히 4세대 이동통신 및 무선랜 등에 응용될 수 있으

며, GPS위성을 이용한 위치추정의 대치방법으로도 

사용될 수 있다. 또한, 안테나 배열은 간섭을 최소

화하여 셀룰러 네트워크의 용량을 늘인다[1]. 안테

나 배열은 채널 간섭을 줄이도록 출력들에 적당한 

가중값을 부과하여, 수신된 모든 신호로부터 원하는 

신호파형만을 추출할 수 있다. 이러한 것은 무선랜

과 같이 고속 접속이 필요하거나, 블라인드 적응 또

는 빔형성이 필요한 차세대 이동통신 등 몇몇 특별

한 응용에 안테나 배열로부터 알려지지 않은 신호 

매개변수를 추정하는 것이 필요하다. 

  배열 신호 처리에 관한 연구는 지금까지 상당히 
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이루어져, 배열 안테나의 출력으로부터 알려지지 않

은 신호 매개변수를 추정하는 많은 알고리즘이 제

시되었다. 특히, 최근에는 고해상도 신호 도래각 추

정에 많은 연구가 집중되었는데, 센서 배열의 관측 

값이 잡음 때문에 원형과 달라지므로 신호 도착방

향을 찾는 것은 통계학적 관점에선 매개변수 추정 

문제가 된다. 다양한 기술들 중에 고해상도의 정확

한 추정치를 얻는다고 알려진 신호 부공간 및 고유

벡터 방법에 근거한 multiple signal classification 

(MUSIC)과  maximum likelihood (ML)  추정방법 

[2], 그리고 변형된 방법들이 있다[3]-[5]. 또한, 균

일, 코사인 지수, 원형 정규, 복합 추정 문제[6] 등 

몇가지 확률분포에서 도착각 추정이 연구되었다. 

  일반적으로 도래각 추정 기술에 사용되어지는 신

호원 모형들은 신호원들이 멀리 떨어져 있는 점신

호원이라는 가정에 근거를 두었는데, 이 가정은 신

호원이 센서에 가까이 있거나 주변 환경에 의한 산

란이 될 때에는 부적절하다. 실제로 무선이동 환경

에서 신호들은 직접적인 경로 뿐만 아니라 지연, 감

쇄, 또는 산란되어 공간적으로 넓게 퍼진 수많은 신

호들이 수신된다. 그러므로 점신호원 가정에 근거한 

추정 기술은 이러한 실제 환경에서 부정확한 결과

를 낳을 것이다 [7]. 

  이 논문에서는 평균 조정 벡터를 이용하여 이동

통신 의 다중경로 환경에서의 국소 산란 모형을 제

안하고, 수리적으로 몇몇 확률 분포에 대하여 적용

하고 분석한다. 또, 제안된 모형에서 WSF에 근거한 

신호 도래각 추정 방법을 연구하고, 그것의 통계적 

분석과 모의실험 또한 고려된다. 2 절에서는 새로운 

국소 산란 모형과 기지국에서의 안테나 배열 시스

템을 설명하고, 3절에서는 제안된 모형에서 신호 도

래각 추정 방법이 고려되고, 4절에서는 몇 가지 통

계적인 분석이 제시되고, 5절과 6절에서는 결과와 

그에 대한 분석 및 결론을 보인다. 

Ⅱ. 국소 산란의 모형화

  기지국의 안테나 배열과 이동국 사이의 전형적인 

채널모형은 경로 손실, 음영현상, 다중 경로 등을 

포함한다[8]. 다중경로와 음영현상은 모든 안테나 

요소에 공통적이며, 다중경로 신호는 상쇄 및 보강 

간섭을 일으킨다. 도시에서는 자연과 인위적인 구조

물로 인해서 대부분의 경우 송수신 사이에 직선 경

로가 없고, 이동국의 움직임에 따라 신호가 매우 빠

르게 변화한다. 이러한 신호의 감쇄를짧은 구간 감

그림 1. 안테나 배열 시스템 모형

쇄라고 하고, 그 크기를 종종 레일레이 분포로 모형

화 한다. 

  전형적인 이동통신에서 이동 가입자의 수를 K라 

하고, 이동국 근처에서 산란되어 발생하는 다중경로

의 수를 L이라 하고, 주파수 비선택적 감쇄라고 가

정할 때, 기지국에서 M개의 배열을 가지는 안테나

의 출력은 다음과 같다.

   x( t)= ∑
K

k=1
s k(t) ∑

L

l=1
R kle

jφ kl
a(θ kl)+ n( t) . (1) 

x( t)= [x 1 (t),x 2(t),⋯,xM(t)]
T는 기저대역 등가 

복소 신호 출력이고, s k(t)는 k번째 이동국의 정보

신호이고, 반사계수 R kl
, 위상 φ

kl
는 각각 레일레

이 분포와 [0, 2 π] 범위의 균일 분포를 갖는 독립 

랜덤변수를 나타낸다. 벡터 a(θ kl)는 배열의 조종 

벡터이고 θ
kl
는 이동국 k의 경로 l번째 각의 위치

를 나타낸다. 덧셈 잡음 벡터 n( t)는 평균이 0이고, 

다음과 같은 공분산을 가지는 복소 가우시안 랜덤 

벡터이다. 

       E[ n ( t) nH (s)]= σ2n Iδ( t-s), (2)

위 식은 잡음이 시간 공간적으로 흰색을 의미하고, 

H는 Hermitian 전치를, I는 M×M 항등행렬을, σ 2
n

는 안테나별 잡음 분산을 나타낸다. 실제 여러 이동

채널에서 다중경로는 여기서 다루듯이 연속적인 밀

도로 정확하게 표현되기에 충분한 경로를 가지는데. 

이것을 연속적 퍼짐(CD) 접근 이라고도 부른다. 따

라서, (1)에서 L은 무한대이고 θ
kl
은 그림 1에서 

처럼 일정한 확률 밀도 함수[9]를 가지는 랜덤변수

로 표현한다. 특히, 랜덤변수 Rkl, φ kl와 θ
kl
가 독

립이고, {R kl}
L

l= 1
, {φ kl}

L

l=1
와 {θ kl}

L

l=1
들이 독

립 동일 분보 (i.i.d.)를 가진다고 가정하면, (1)에 나

타난 ∑
L

l=1
R kle

jφ kl

a (θ kl ) 항은 에르고딕 가정 아래
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에서 확률적으로 E[ a (θ k )] ∑
L

l=1
R kle

jφ kl로 수렴하

고, 다시 L→∞에 따라 확률적으로 E[a(θk) ]

R k̃e
jφ k̃로 수렴한다 [8]. 여기서 R k̃과 φ

k̃
 역시 

각각 레일레이와 균일 분포를 가지는 것을 알 수 

있다 [10]. (1)을 다시 쓰면

x( t)= ∑
K

k=1
s k(t)E[a(θ k )]Rk̃e

jφ k̃+ n( t)

    = ∑
K

k=1
s k̃( t ) b (θ

c
k,ν k)+ n( t)

(3)

이고, 5절의 모의실험 결과는 (1)대신 (3)을 사용할 

때의 적절함을 보인다. 또, (3)에서 s k̃( t )= s k(t)

R k̃e
jφ k̃이고, M×1벡터

      b (θck,ν k)=
⌠
⌡

∞

-∞
a (θ k)f(θ k)dθ k (4) 

는 평균조종벡터(MSV)이고, f(θ k)는 두 개의 매개

변수로 정의되어진 적절한 확률밀도함수인데, 그 두 

매개변수는 평균을 나타내는 θc
k
와 0≤ν k< π 범위

에서 퍼짐 정도를 표준편차로 나타내는 ν
k
이다. 일

반적으로 ν
k
는 넓은 각으로 퍼져 여러 다중경로가 

있는 도심이 시골보다 더 클 것이다. 따라서, MSV

는 보편적인 조종 벡터 a (θk)의 일반형이며, 만약 

f(α)=δ(α-θck)인 특별한 경우라면, 단지 하나의 

매개변수 θc
k
로 표현되어 b(θck,ν k)는 a(θck)이 된

다. 만약 각이 퍼지는 환경에서 b(θck,ν k)대신에 

a(θck)를 사용한다면 a(θck)이 실제 환경을 반영하

는 충분한 정보를 갖고 있지 않기 때문에 성능이 나

빠질 수도 있을 것이다. 근본적으로 (3)을 이용한 성

능은 L이 무한대일때의 (1)에서 성능으로 간주된다. 

  균일 선형배열(ULA)에 대한 배열 조종 벡터는 

a(θ k)=[1,e
j
2πd
λ cos (θ k)

,⋯,e
j
2πd(M-1)

λ cos (θ k)

]
T
,  

(5)

이다. θ
k
는 배열과 평행한 선을 기준으로 한 신호 

도래각이고, d 와 λ는 배열요소 사이의 거리와 신

호의 파장을 각각 나타낸다. 또한, 계산과 수식 유

도 및 표현을 간단하게 하기 위해 θ'k=90 o-θ k로 

정의하여, θ'k를 배열의 수직선과의 도착각이라고 

할 때, θ'k가 매우 작고 2πd
λ sin(θ'k)≈θ'k라는 

가정 아래에서 다음과 같은 단순화된 균일 선형 배

열(SULA)을 사용할 수 있다 [5, 9].

     a (θ' k )= [1,e
jθ' k

,⋯,e
j(M-1)θ' k

]
T
, (6)

즉, θ
k
는 균일 선형 배열에서, θ'k는 단순 균일 선

형 배열에서 사용되나, 둘 다 신호원의 공각적인 위

치를 표현하는 각도의 의미만을 포함하므로, 지금부

터는 θ
k
를 이용하여 공통으로 표현할 것이다. 균일 

선형 배열과 단순 균일 선형 배열에서 θ
k
의 몇 가

지 확률밀도함수에 대한 MSV를 구해보자.

예제 1: θ
k
가 균일한(UNI) 확률밀도함수라고 가정하면,

      f(θ k)={
1

2δ k
|θ k-θ

c
k|<δ k,

0 otherwise,  (7)

k=1,⋯,K에 대해 표준편차 ν
k
는 1

3
δ
k
이고, 

δ
k
는 최대 각 편차이다. MSV의 첫번째 원소는 

(4)-(6)으로 부터 어떤 확률밀도함수에 대해서도 항

상 1임을 알 수 있다. k번째 이동국에 의한 

b(θck,δ k)의 (m+1)번째 원소 bm(θ
c
k,δ k), m=1, 

⋯,M-1는 단순 균일 선형 배열에서는

      bm (θck,δ k)=
sin (mδ k)

mδ k
e
jmθck (8)

이고, 균일 선형 배열에 대해서는

bm(θ
c
k,δ k)= ∑

∞

p=-∞
(-1)

p
I p(- jΔm)

sin (pδ k)

pδ k
e
jpθck  

(9)

로 나타난다. Δ
m=

2πdm
λ

 이고 I p(⋅) 는 p차 1

종 수정 베셀함수이다.

예제 2: θ
k
가 삼각(TRI) 확률밀도함수를 가진다면,

  f(θk)=











θ
k-θ

c
k+δk
δ2
k

θc
k-δk≤θk<θ

c
k,

-
θ
k-θ

c
k-δ k
δ2
k

θc
k≤θk≤θ

c
k+δ k,

0 otherwise,
  (10)

Copyright(c) 2005 NuriMedia Co.,Ltd
www.dbpia.co.kr



한국통신학회논문지 '05-6 Vol.30 No.6C

554

k=1,⋯,K,  이고, ν
k=

1
6
δ
k
 이고 δ

k
 는 최대 

각 편차이다. k번째 이동국에 의한 b (θck,δ k)의 

(m+1)번째 원소 bm (θck,δ k), m=1,⋯,M-1는 

단순 균일 선형배열의 경우

    b m(θ
c
k,δ k)=

2[1-cos (mδ k)]

m
2δ 2
k

e
jmθ ck (11)

이고 균일 선형 배열에서는 

    b m(θ
c
k,δ k)= ∑

∞

p=-∞
(-1)

p
I p(- jΔ m)

∙
2[1-cos (pδ k)]

p
2δ 2
k

e
jpθ ck

 (12)

이다.

예제 3: θ
k
가 원형 정규(CN) 확률밀도함수를 가진

다면,

 f(θ k)={
e
κ
kcos(θ k-θ

c
k)

2πI 0(κ k)
,θ ck≤θ k<2 π+θ

c
k,

0 otherwise,  (13)

κ
k=

2

v
2
k

, k=1,⋯,K는 θ
k
의 집중값이다. k번째 

이동국에 의한 b(θck,δ k)의 (m+1)번째 원소 

bm(θ
c
k,δ k), m=1,⋯,M-1는 단순 균일 선형배

열의 경우

    bm (θck,δ k)= (-1)
m Im(κ k)

I 0(κ k )
e
jmθck (14)

이고 균일 선형배열에서는

  b m(θ
c
k,δ k)= ∑

∞

p=-∞

I p(κ k)

I 0(κ k)
I p(jΔ m)e

jpθ ck (15)

이다.

예제 4: θ
k
가 원형 정규의 이차근사(ACN) 확률밀

도함수를 가진다면,

f(θ k)={
3
4

1
δ
k
(1-

1
δ2
k

(θ k-θ
c
k)

2
),θck≤θ k<2π+θ

c
k,

0 otherwise,  

(16)

k=1,⋯,K  일때 ν
k=

1
5
δ
k
이고, δ

k
는 최대 각 

편차이다. k번째 이동국에 의한 b(θck,δ k)의 

(m+1)번째 원소 bm (θck,δ k), m=1,⋯,M-1는 

단순 균일 선형배열의 경우

b m(θ
c
k,δ k)=

3[sin(mδuk)-mν kcos(mδ k)]

m
3δ3
k

e
jmθck  

(17)

이고 균일 선형 배열에서는

bm(θ
c
k,δ k)= ∑

∞

p=-∞
(-1)

p
I p(- jΔm)

⋅
3[sin (pδ k)-pν kcos(pδ k)]

p 3δ3k
e
jpθck

 

(18)

이다. 

그림 2. 몇가지 확률 밀도 함수

  그림 2는 똑같은 퍼짐 매개변수에 δ=0.5 대한 

확률 밀도 함수를 나타내는데 UNI, TRI, ACN 분

포에 대해서는 δ=0.5이고 CN 분포에 대해서는 ν= 

0.5 이다.

Ⅲ. 신호 도래각 추정

  제안된 모형에서 배열 출력의 공분산 행렬 Rx는

 R x =E[ x( t) x
H
(t)]

= ∑
K

k=1
b (θck,ν k) s̃ kk b

H (θ ck,ν k)+σ
2
nI,

 (19)

이때 s̃ kk=E[ s̃ k (t) s̃ k H (t)].  위의 모형에서 국소

적으로 산란된 신호를 추정하는 것은 알려지지 않
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은 두 개의 매개변수 세트 (θck,ν k), k=1,2,…,K 

를 추정하는 것인데, 이것은 2차원 추정문제이다. 

  크기 벡터는 s̃( t)= [ s̃ 1( t), s̃ 2(t),…, s̃ K(t) ]
T로, 

평균 조종 벡터 B=[b(θc1,ν 1),b(θ
c
2,ν 2),…, b

(θcK,νK)]로, 신호원의 공분산 행렬은 Rs=E[ s̃ ( t)

s̃
H
( t)]로 정의할 때, Rx는 다음과 같이 나타낼 

수 있다.

              Rx=BRsB
H
+σ2nI. (20)

공분산 행렬 Rx의 고유값을 분해를 통해 다음을 

얻는다[11] .

       R x= ∑
M

m=1
λ
m e m e

H
m

= E s
Λ
sE
H
s+σ

2
nE nE

H
n.

 (21)

(21)에서 range(Es)와 range(En)는 각각 신호와 

잡음 부공간이고, 공분산 행렬의 고유값 분해에 의

해 다음과 같이 얻을 수 있다.   

E s= [ e 1, e 2, …, eK ]

그리고 

En=[ e K+1, e K+2,…, eM ]

이며, e k는 Rx의 k번째 큰 고유값 λ
k
에 해당 고

유벡터이고, λ
1 >λ 2 >⋯>λ K>λ K+1=λ K+2=⋯= 

λ
M
이다. (21)에서 Λ

s
는 λ

k
, k=1,⋯,K의 대각

행렬 이다. Rx의 최소 고유값은 M-K개 중복되

고, 잡음 분산과 같다. 또한, 신호 부공간은 B로 

인한 공간의 부분집합이다. 즉, Range(E s)⊆Range

(B)[11]. 

  실제로 Rx는 주어지지 않으므로 이용 가능한 데

이터를 통해 계속 추정되어야 한다. 다음과 같이 정

의되어지는 표본 공분산 행렬 R̂ x=
1
N ∑

N

t=1
x ( t)

x
H
(t)의 고유값 분해를 하면, 

      R̂ x= Ê s Λ̂ s Ê sH+ Ê n Λ̂ n Ê nH (22)

이 되고, 이것은 (21)과 유사하다. Rx에서 했던 것

처럼 { ê 1,⋯, ê K, ê K+1,⋯, ê M}를 R̂ x의 고

유값의 크기 내림 순에 해당하는 단위 고유 벡터 

집합이라면, Ê s 와 Ê n은 각각 Es와 En의 추정

을 나타내며, ê k로 구해진다.  

  두 부공간 range(Eŝ)와 range(En̂)의 유사한 

정도를 가중값을 부여할 때 나타내는 WSF 기준함

수의 정의는 다음과 같다.

     θ̂= arg min θ,T || E ŝW
1/2

-BT ||
2
F

= arg max θtr[P B EŝW Eŝ
H
]
 (23)

(23)에서 || ||
2
F
는 프로베니우스 놈의 제곱이고, W  

는 K×K 가중값 행렬이며, 최적의 선택은 W=

(Λ s- σ
2
nI)

2Λ - 1
s

이다 [12, pp. 651-652]. W값에 

따라 추정 오류의 점근적 성질에 영향을 준다. 

W= I 일 때 추정 오류의 점근 분포는 비 가중값

을 갖는 다 차원 (MD)-MUSIC 방식과 같다. 

W= Λ̃ , Λ̃=Λ s-σ
2
I일때는 결정적인 ML방식의 

그것과 같다 [11]. 행렬 PB는 B 공간으로 수직 

투영인 PB=B(B
H
B)

- 1
B
H이다. 즉 WSF를 이용

한 신호 도래각들의 추정은 WSF 기준함수에서 K

개의 국소 최대값의 위치를 찾는 것과 같으며, (23)

식은 예를 들어 Newton [13], alternating projection 

[14], 그리고 expectation maximization [15] 등의 

알고리즘을 이용하여 풀 수 있다.

Ⅳ. 통계적 특성

  기준 함수의 점근 특성을 파악하는 것이 필요한

데, 신호 도래각 매개변수 벡터를 θ=[θc1,θ
c
2,…,

θc
K]
T로, 퍼짐 매개변수 벡터를 ν=[ν 1,

ν
2,…,νK]

T

로 정의하자. 이 때 평균 조종 행렬은 B( θ, ν)로 

씌며, 도래각 매개변수 벡터 θ와 퍼짐 매개변수 벡

터 ν의 추정은 각각 θ̂와 ν̂로 표현된다. 부공간

을 맞추는 형태의 방법들에서는 점근적으로 다음의 

기준 함수를 최대화 하는 것이다 [11].

     V( θ, ν)= tr[PB( θ, ν) Ê s W ÊsH]. (24)

지금부터 WSF에 근거해서 구한 θ̂와 ν̂ 추정값들

의 점근적 통계적 특성을 구해보자. 다음의 점근적 

분포 결과들은 [11]에 주어진 신호의 고유벡터의 통

계량에 근거를 둔다. 표현의 편의를 위해,

D θ θ=[
∂
∂ θ
B
H
( θ, ν)]P⊥

B[
∂

∂ θT
B( θ, ν)],
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D θ ν=[
∂
∂ θ

B
H
( θ, ν)]P⊥

B [
∂

∂ νT
B( θ, ν)],

D ν θ=[
∂
∂ ν
B
H
( θ, ν)]P⊥

B [
∂

∂ θT
B( θ, ν)]와

D ν ν=[
∂
∂ ν
B
H
( θ, ν)]P⊥

B [
∂

∂ νT
B( θ, ν)]로 

나타내고, P⊥
B= I-PB이다. ( θ̂, ν̂)이 ( θ, ν)에 

매우 가깝다고 가정하면 추정 오류 벡터는 

V '( θ̂, ν̂)=0로부터 얻어지는데, 이때 V'는 V

의 미분이다. 특히 진리값 ( θ, ν)에서의 의 V'의 

1차 테일러 급수 전개식은 

      0≃V '( θ, ν)+H( θ, ν)[
θ̂- θ
ν̂- ν] (25)

이고, 이때 

         V
'
( θ, ν)=[ ∂

∂ θ
V( θ, ν)

∂
∂ ν
V( θ, ν)]

 (26)

이고,

H( θ, ν)=






∂
∂ θ

(
∂

∂ θ
V( θ, ν)) T

∂
∂ θ

(
∂
∂ ν
V( θ, ν)) T

∂
∂ ν

(
∂

∂ θ
V( θ, ν)) T

∂
∂ ν

(
∂
∂ ν
V( θ, ν)) T







  

(27)

이다. 따라서 추정 오류 벡터는

    [
θ̂- θ
ν̂- ν]≃-H

-1
( θ, ν)V '

( θ, ν). (28)

ẽ k= ê k-E[ ê k ], k=1,⋯,K의 점근적 정규

성은 V '
( θ, ν) 또한 점근적 정규임을 의미한다 

[11]. 식 (28)과 [11]의 통계적인 결과를 이용하여 

추정 오류 벡터 [ ( θ̂- θ)T,( ν̂- ν)T]T의 점근선 

분포를 아래와 같이 구할 수 있다.

             N[ θ̂- θ
ν̂- ν]∼N a

(0,C),
 (29)

여기서 N은 표본의 수를 나타내고, x∼N a(m,C)

는 평균 m과 아래의 공분산행렬 C를 가지는 점근

적 가우시안을 따른다.

      C=E [ [
θ̂- θ
ν̂- ν][ θ̂- θ, ν̂- ν]]

= H
-1
Q H

-1

. (30)

C의 (1, 1)와 (2, 2)번째 원소는 각각 신호 도래각 

추정 오류의 분산과 퍼짐 매개변수의 추정 오류의 

분산이다. 게다가 (1, 2)와 (2, 1)의 원소는 각각 θ
1

과 ν
2
의, 그리고 θ

2
와 ν

1
의 의존도를 의미한다. 

식 (30)에서 

  H=-2 [Re(D θ θ⊙G)  Re(D θ ν⊙G)
Re(D ν θ⊙G)  Re(D ν ν⊙G)] (31)

는 H의 점근값인데, 즉 H= lim
N→∞
H( θ, ν )이고, 

G=(B
†
EsWE

H
s B

†H
)
T
,  [A⊙B] ij=[A] ij [B] ij

는 원소 대 원소의 곱, 그리고 A†는 A의 의사 

역행렬이다. 그리고, 

   Q=2σ 2[Re(D θ θ⊙U)  Re(D θ ν⊙U)
Re(D ν θ⊙U)  Re(D ν ν⊙U)] (32)

이고, U=(B†EsWΛ s Λ̃
- 2
WEHs B

†H)T, Λ̃=Λ s-

σ2
nI 이다. 

  이제 H와 Q의 3가지 예제를 생각해보자.

예제 1: 비가중된 MD-MUSIC 방식 ( W= I)의 점

근적인 공분산은 C= H
-1
Q H

-1로 주어지고,

  H=-2[Re(D θ θ⊙X)  Re(D θ ν⊙X)
Re(D ν θ⊙X)  Re(D ν ν⊙X)] (33)  

  Q=2σ 2[ Re(D θ θ⊙Y)  Re(D θ ν⊙Y)
Re(D ν θ⊙Y)  Re(D ν ν⊙Y)] (34)

이다. 식 (33), (34)에서 행렬 X와 Y는 X=

(AHA)T와 Y=[ (B
H
BR sB

H
B)

-1
+ σ2

n(B
H
BRs

B
H
BRsB

H
B)

-1
]
T 로 정의된다. 

예제 2: 결정적 ML 방식 ( W= Λ̃)의 점근적 공분

산은 C=CB+ H
-1
Q H

-1로 얻어지며, 이 때 

 H=-2 [Re(D θ θ⊙R
T
s )  Re(D θ ν⊙R

T
s )

Re(D ν θ⊙R
T
s )  Re(D ν ν⊙R

T
s )], (35) 

  Q=2σ 4[Re(D θ θ⊙X)  Re(D θ ν⊙X)
Re(D ν θ⊙X)  Re(D ν ν⊙X)], (36)

이고 점근적 결정적 Cramer-Rao의 낮은 경계는
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CB=
σ 2
n

2 [ Re(D θ θ⊙R
T
s )  Re(D θ ν⊙R

T
s )

Re(D ν θ⊙R
T
s )  Re(D ν ν⊙R

T
s )]

-1

(37)

이고, [16]에서 유도되었다.                   

예제 3: 추정 오류 분산을 최소화하는 최적 부공간 

정합 방법인 WSF방식 (W= Λ̃
2
Λ - 1
s )에 대한 점

근적 공분산은 아래 식과 같다.

 C=
σ 2
n

2 [Re(D θ θ⊙Z)  Re(D θ ν⊙Z)
Re(D ν θ⊙Z)  Re(D ν ν⊙Z)]

-1

, (38)

이고, 이때 Z=(RsB
HR -1

x BRs)
T이다.

Ⅴ. 수치 및 모의실험 결과

  이 절에서는 여러 확률 밀도 함수 중에서 식 (7)

에서 나타난 균일 확률 밀도 함수일 때 제안된 국

소 산란 모형에서, 제안된 방식의 성능을 수치적인 

예를 들어 보인다. 분석적인 결과는 4절에서 주로 

방정식 (30), (38)을 통해 얻어졌으며, 앞 절에서 구

해진 이론적인 결과들의 뒷받침을 위해 식 (3)에서

의 임의 신호 x( t)를 만들어 최적의 가중값인 예

제 3의 결과를 이용하여 모의실험을 통해 검증한다.  

  그림 3은 식 (1)에서 (3)까지의 이론적인 결과의 

합리성을 보여준다. 식 (1)의 항 ζ
1= ∑

L

l= 1
R kle

jφ kl

a(θ kl)과 식 (3)의 항 ζ
2=E[ a(θ k)] Rk̃e

j φ k̃을 

제외하고는 식 (1) 과 (3)이 똑같으므로, 두 항 간

에 상대적인 차이가 얼마나 작은지를 보여주면 충

분할 것이다. ζ
1
와 ζ

2
는 L×1벡터이고, ζ

1
과 ζ

2

의 상대적인 차이의 프로베니우스 놈의 제곱인 

||ζ 1- ζ 2||
2
F

||ζ 1||
2
F

를 다중경로 수의 L의 증가에 따라 

그렸으며, 그림 3에서 분명히 나타나듯이 식 (3)은 

L이 충분히 크다면 식 (1) 대신 사용될 수 있다. 

  모의실험에서 이동국의 수 K가 2이고, 표본의 

수 N이 200이라고 가정하였다. 그림 4는 두개의 

신호원이 θ c
1=20

∘
, θ c

2=40
∘, ν

1=0.0577

(δ 1 = 0.1 ) 및 ν
2=0.1443 (δ 2 = 0.25 )에 있을 

때, 도래각 추정 오류의 분산을 다양한 안테나 배열

의 수 M에 대하여 신호 대 잡음비에 따라 그렸다. 

이 그림은 M과 SNR이 커질수록 더 작은 추정 오

그림 3. θ
1 c=20

∘
, ν 1= 0.0577, and M=10일 때, 항 ζ

1

과 ζ
2
사이의 상대적 차의 프로베니우스 놈의 제곱 대 다중

경로 L의 수

그림 4. θc
1=20

∘
,θc2=40

∘
,ν 1=0.0577, ν 2=0.1443,K=, 

2,M=10,N=200일 때, 도래각 추정 오류의 분산 대 SNR 비

그림 5. θ c
1=20

∘
,θc2=40

∘
,ν 1=0.0577, θc1=20

∘
,θc2=

40
∘
,ν 1=0.0577, ν 2=0.1443  K=2,M=10, and SNR=

15 and 7dB일 때, 도래각 추정 오류 분산 대 표본수 N .

류의 분산을 나타냄을 보인다. 그림 5는 SNR=15 

와 SNR=7dB일 때, 표본의 수에 따른 도래각 추

정 오류의 분산을 보여준다. 다른 매개변수의 조건

은 그림 4에서와 같다. 이 그림으로부터 원하는 점

근적 결과를 얻기 위해 얼마나 많은 표본의 수가 
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필요한지를 결정할 수 있다. 이 그림은 또한 표본수

가 증가함에 따라 분산이 감소함을 보인다.

  다음으로 SNR =7dB에서 다양한 안테나 수에 대

하여 도래각 추정 오류의 분산과 퍼짐 매개변수의 

분산을 비교한다. 그림 6에서는 하나의 신호원이 

θ
1
c=20

∘, ν
1= 0.0577에 위치하고 다른 이동국

의 신호원이 ν
2= 0.1443이고, 도래각이 변할 때의 

성능을 보인다. 비슷하게 그림 7에서도 두 번째 이

동국 신호원의 θ
2
c=40∘이고, 퍼짐 매개변수만 변

할 때의 성능을 보인다.

  이러한 두 그림으로부터 두 신호원 사이의 도래

각의 차이와 퍼짐 매개변수의 차이가 커질수록, 도

래각과 퍼짐 매개변수 추정 오류의 분산은 작아짐

을 알 수 있다. 그 이유는 도래각의 차이와 퍼짐 매

개변수의 차이가 커질수록 각각의 매개변수를 추정

하기 쉽기 때문이다. 또한, 두 신호원 사이의 도래

각의 차이와 퍼짐 매개변수의 차이가 커질수록, 다

양한 안테나 수에 대한 성능의 차이 역시 작아짐을

그림 6. ν
1=0.0577, ν 2=0.1443 , K=2, K=2, M=  

10,8,6 , SNR=7dB , 그리고 N=200일 때, 도래각 추정 
오류 분산 대 두 신호원의 도래각 차이

그림 7. θc
1=20∘,θc2=40∘K=2,M=10, 8, 6, SNR= 

7dB , 그리고N=200일 때, 퍼짐 매개변수 추정 오류 분산 
대 두 신호원의 퍼짐 매개변수의 차이

그림 8. θ c
1=35 ∘,θ c2=40 ∘, ν 1=0.0577 , ν 2=0.1443 , 

K=2,M=4 , 그리고 N=200일 때, 도래각 추정 오류의 
분산 대 여러 방식에 대한 SNR 

알 수 있었다. 이 그림은 또한 안테나 수가 증가함

에 따라 분산이 감소하는 것도 보여준다.

 신호 대 잡음비에 따른 여러 가지 방법으로 구해

진 도래각 추정 오류의 분산은 그림 8에 나타나며, 

이것은 WSF 기법이 다른 기법들 보다 우수하고 고

해상도를 가짐을 보인다. 이 그림은 또한 모든 방식

에 대해 공통적으로 신호 대 잡음비와 안테나 수가 

증가함에 따라 추정 오류의 분산이 감소하는 것을 

보여준다.

Ⅵ. 결 론

  이동국 신호원의 각 퍼짐 영향을 모형화한 후에, 

그 모형을 이용하여 WSF 기법에 근거한 신호 도래

각 추정 기법을 연구하였다. 이동국의 신호원 위치

가 각도적으로 산란될 때, 합리적으로 그 신호원을 

모형화하기 위해서 도래각 및 퍼짐 매개변수 등 두 

개의 매개변수가 필요함을 보였다. 제안된 모형에서 

WSF 근거한 기법을 이용할 때,추정 오류의 분산이 

이론적으로 분석되었고, 수치적인 본보기를 통해 제

안된 모형의 적합성과 WSF에 기반한 방식이  다른 

방식보다 우수하다는 것을 보였다. 컴퓨터 모의실험

의 결과는 이론적인 결과들을 뒷받침 하였다.
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