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요   약

이 논문에서는 신호 검파에서 널리 쓰이는 세 개의 비모수 통계량 사이의 결합 분포와 상관계수를 얻는다. 아

울러, 상관계수들의 상한과 하한을 얻고, 상관계수들 사이의 눈여겨 볼만한 관계를 살펴본다. 또한, 몇 가지 의미 

있는 분포에서 얻은 구체적인 상관계수 값을 표와 그림으로 정리하였다. 이 논문에서 얻은 결과는 여러 검정 통

계량을 서로 견주어 볼 때 쓸모 있을 것이다.

Key Words：signal detection, test statistics, correlation coefficient, nonparametric statistic, statistical 

signal processing. 

ABSTRACT

In this paper, we address the derivation of joint distributions and correlation coefficients for three pairs of 

statistics used commonly in a number of signal detection schemes. The upper and lower bounds of the 

correlation coefficients for the three pairs are obtained, and interesting relationships between the correlation 

coefficients are derived. Explicit values of the correlation coefficients evaluated for some meaningful distributions 

are given in the form of tables and figures for easy reference. The results in this paper should be useful in 

comparing various detection statistics.

* 세종대학교 정보통신공학과 (baej@sejong.ac.kr), †교신저자     ** 한국과학기술원 전자전산학과 (i.song@ieee.org)

  논문번호：KICS2005-05-208,  접수일자：2005년 5월 23일

※이 논문은 2004년도 한국학술재단의 지원에 의하여 연구되었음(KRP-2004-041-D00449).

Ⅰ. 머리말

  신호 검파에 쓰이는 모수 통계량과 일부 비모수 

통계량 사이의 상관 계수에 관한 연구 결과가 최근 

발표되었다 [1]. 그 이전에는 서로 다른 두 통계량

을 함께 쓰거나, 원래 쓰는 통계량 대신 다른 통계

량을 써서 얻은 검파 기법의 성능을 분석한 연구가 

거의 없었다. 신호 처리와 통신 분야에서 부호, 순

위, 크기 순위의 비모수 신호 검파 기법이 많이 쓰

이는데, 이 논문에서는 최근 발표된 논문에서는 다

루어지지 않았던 비모수 통계량 사이의 상관계수들

을 다룬다. 이 상관계수로부터 서로 다른 두 통계량

을 적절히 선택하여 신호를 더 잘 검파할 수 있다. 

또한, 이러한 비모수 상관계수들의 상한과 하한을 

얻고, 상관계수들 사이의 관계를 살펴본다.

Ⅱ. 확률 벡터와 통계량

  독립이고 분포가 같은(independent and identi-

cally distributed: i.i.d.) 확률 변수 n개로 이루어진  

관측 표본 X=(X 1,X 2,⋯,X n)를 생각하자. 여

기서, 확률 변수 {X j}
n

j=1
는 모두 평균이 E{X}=
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mX이고 분산이 V{X}= E{ (X-m X)
2
} = σ 2

X
이

며, 확률 밀도 함수와 확률 분포 함수는 각각 

f X= f와 F X=F라고 하자. 

  이제, Z i= sgn(X i)는 X i
의 부호, R i

는 관측 

표본 {X}에서 Xi의 순위 (곧, Xi보다 작거나 같

은 관측량의 갯수+1), 그리고 Qi는 |X|= (|X 1 |,

|X 2|,⋯,|X n |) 에서 |Xi|의 순위로 두자. 여기서, 

통계량 Qi는 Xi의 크기 순위라 불리며, 부호 함수 

sgn(⋅)는 아래와 같다.

       sgn(x) = {
1, x> 0, 
0, x= 0,

-1, x< 0.   (1)

한편, X의 r째 순서 통계량 Ur=X [ r]
의 확률 밀

도 함수는 아래와 같다 [2].

f U r
(x)=n n- 1 C r- 1 F

r- 1
(x)

       ․ {1-F(x)} n- rf(x) (2)

여기서, 
nC r=

n!
(n-r)!r!

는 이항계수이다. 한편,

         G(y) = F(y)-F(-y), (3)

             g(y) =
dG(y)
dy

, (4)

라 하면 |Xi|의 확률 분포 함수는 F |Xi|
(y) =G(y) 

u(y)이므로 |Xi|의 확률 밀도 함수는 f |Xi|
(y)=

g(y)u(y)이다. 여기서, u(y)는 단위 계단 함수로, 

y≥0일 때 u(y)=1이고 y < 0일 때 u(y)=0이다. 

따라서, (2)를 쓰면 |X|의 q째 순서 통계량 

V q=|X| [ q]의 확률 밀도 함수를 아래와 같이 구할 

수 있다. 

  f V e
(y)=n n- 1 C q- 1G

q- 1
(y)  

         ․{1-G(y)}
n- q
g(y)u(y) (5)

  정의: 독립인 확률 변수 집합에서 한 확률 변수의 

확률 밀도 함수가 h이고 나머지 확률 변수의 확률 

밀도 함수가 모두 f일 때, 이 확률 변수들을 독립

이고 분포가 거의 같은(independent and semi- 

identically distributed: i.s.i.d.) 확률 변수들이라 한

다.                                       ■

따라서, h= f이면, '독립이고 분포가 거의 같은 확

률 변수'들은 '독립이고 분포가 같은  확률 변수'들

이다. 이 논문에서는, 독립이고 분포가 거의 같은 

확률 변수들의 집합에서 확률 밀도 함수가 h인 확

률 변수를 첫째 확률 변수 X 1
로 두겠다.

  정리 1: 독립이고 분포가 거의 같은 확률 변수 집

합 {Xj}
n

j=1
을 생각하자. 이때, r=1,2,⋯,n일 때 

β
i(r) = Pr {Ri}= r은 아래와 같다 [1,3].

    β
1(r)= n- 1 C r-1

⌠
⌡

∞

-∞
F
r-1

(x)

          ․{1-F(x)}n- rh(x) (6a)

      β
i(r)=

1-β 1(r)

n-1
,  i=2,3,⋯,n. (6b)

한편, 위 (6a)와 (6b)에서 ∑
n

r=1
β

1(r)=1임을 알 수 

있다. 특히, h= f일 때는 β
i(r)=

1
n

, i=1,2,⋯,n 

인데 이는 독립이고 분포가 같은 때에 얻을 수 있

는 결과와 정확히 같다. 

  정리 2: 독립이고 분포가 거의 같은 n 확률변수

에서, β
ĩ( q ) =Pr { Q i}= q라 하자. 그러면, q=1,  

2,⋯,n일 때 아래와 같은 식을 얻을 수 있다 [3].

β
1̃( q ) =n-1 C q-1

⌠
⌡

∞

-∞
G
q-1

(x) {1-G(x)}
n- q   

        ․ h(x)+h(-x)u(x)dx,      (7a)

β
ĩ( q ) =

1- β 1̃( q )

n-1
,   i=2,3,⋯,n. (7b)

Ⅲ. 비모수 통계량 사이의 상관 계수

  독립이고 분포가 같은 관측 표본에서 상관 계수 

ρ의 표준화 상관 계수를 아래와 같이 정의하자. 

              ρ̃ =
n+1
n-1

ρ. (8)

보기를 들어, 독립이고 분포가 같으며 크기가 n인 

관측 표본 Z에서 ρ̃
Z iR i

=
n+1
n-1

ρ
Z iR i

는 확률 
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변수 Zi와 그 순위 Ri 사이의 표준화 상관 계수를 

뜻한다.

  부록에서 보인 (41)과 (44)를 이용하여 아래와 같

은 공분산을 얻을 수 있다.

Cov(Zi,Ri) =
⌠
⌡

∞

-∞
sgn(x)1+(n-1)F(x) 

          ․ f(x)dx-
n+1
2

⌠
⌡

∞

-∞
sgn(x)f(x)dx   

    =
n-1
2

⌠
⌡

∞

-∞
sgn(x){2F(x)-1}f(x)dx

     =(n-1)F(0){1-F(0)},              (9)

Cov(Zi,Qi) =
⌠
⌡

∞

-∞
sgn(x){1+(n-1)G(|x|)}

          ․ f(x)dx-
n+1
2

⌠
⌡

∞

-∞
sgn(x)f(x)dx   

 =
n-1
2

⌠
⌡

∞

-∞
sgn(x){2G( |x|)-1}f(x)dx

  =(n-1)F(0){1-⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx }.     (10)

이를 바탕으로 상관계수를 아래와 같이 얻을 수 있

다.

       ρ̃
Z iR i

= 3 F(0){1-F(0)}  (11) 

   ρ̃ Z iQ i= 3
F(0)-⌠

⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx

F(0){1-F(0)}
 (12)

한편 f가 짝함수 일때 F(0)= 1
2

, ⌠
⌡

∞

-∞
F(-x) 

․f(x)dx= 1
2

이므로 ρ̃
Z iR i

=
3
2

이고 ρ̃
Z iQ i

=0 

이다. 여기서 F(0)= 0, F(x)= 1 일때 ⌠
⌡

∞

-∞

F(-x)f(x)dx =0이고 ⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx․=1 

이라는 것을 새겨둘 만하다. 이것은 F(0)= 0 또는 

F(0)=1  일때 Cov(Zi,Ri) = Cov(Zi,Qi)=0인 

것을 의미한다.

  정리 3 :표준화 상관 계수 ρ̃
Z iR i

과 ρ̃
Z iQ i

은 다

음 조건을 만족시킨다.

            0≤ ρ̃
Z iR i≤

3
2

 (13)

            ρ̃
Z iQ i

≤ ρ̃
Z iR i

 (14)

          -
3
2

≤ ρ̃ Z iQ i≤
3
2

 (15)

(13)번 식에서 F(0)=
1
2

일 때 위쪽 경계에, 

F(0)= 0  또는 1일 때 아래쪽 경계에 이르게 된다.

  증명 :먼저 (11)로부터 (13)를 얻는다. 다음 x≥0

일때 0≤F(-x)≤F(0)≤F(x)≤1이므로 다음 식을 

얻을 수 있다.

    0≤⌠
⌡

∞

0
F(-x)f(x)dx≤F(0)⌠⌡

∞

0
f(x)dx   (16)

F(0)⌠⌡

∞

0
f(-x)dx≤⌠

⌡

∞

0
F(x)f(-x)dx 

              ≤⌠
⌡

∞

0
f(-x)dx     

(17)

또한 ⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx

=⌠
⌡

∞

0
F(-x)f(x)+F(x)f(-x)dx

이므로 우리는 다음과 같은 결과를 얻는다.

-F(0) {1-F(0)}≤F(0)-⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx

              ≤F(0){1-F(0)}

(18)

  (12), (18)로부터 (14)를 얻고 (11),(12), (18)로부

터 (15)를 얻는다. 

  4절에서는 (13)에 보여지는 위쪽 경계와 아래쪽 

경계에 이르는 잘 알려진 분포들의 보기 몇 개가 

주어진다. (14)에 보여지는 위쪽 경계와 아래쪽 경

계에 도달하는 확률 밀도 함수를 위한 충분 조건은 

정리4에 기술되어 있다.

  정리 4 :확률 밀도 함수 f가 구간 a< b≤0 

≤c< d에서 ⌠
⌡

b

a
f(x)dx =⌠

⌡

d

c
f(x)dx=

1
2

이라 하자. 

이때-b≥d라면 ρ̃
Z iQ i

=-
3
2

, -a≤c 라면 

ρ̃
Z iQ i

=
3
2

이다.

  증명 : x≥-a일 때 F(-x)=0, -c≤x ≤-b

Copyright (C) 2005 NuriMedia Co., Ltd.
www.dbpia.co.kr



한국통신학회논문지 '05-7 Vol.30 No.7C

636

일 때 F(-x)= 1
2

, x≤-d일 때 F(-x) =1이

다. 또한 구간 (-∞,a),(b,c) ,(d,∞)일 때 

f(x)=0이다. -b≥d일때 a< b≤-d<-c ≤c <

d≤-b <-a이므로  다음 식을 얻을 수 있으며,

⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx=⌠

⌡

- d

-∞
1∙f(x)dx

       +⌠
⌡

- c

-d
F(-x)f(x)dx+⌠

⌡

- b

-c

1
2
f(x)dx

       +⌠
⌡

∞

-b
F(-x)f(x)dx   

     =⌠
⌡

b

a
f(x)dx=⌠

⌡

d

c

1
2
f(x)dx =

3
4

(19)

-a≤c일때 -d<-c≤a< b≤0≤-b<-a≤c < d 이

므로 다음 식을 얻을 수 있다.

⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx=⌠

⌡

- c

-∞
F(-x)f(x)dx

       +⌠
⌡

- b

-c

1
2
f(x)dx+⌠

⌡

- a

-b
F(-x)f(x)dx

       +⌠
⌡

∞

-a
F(-x)f(x)dx

     =⌠
⌡

b

a

1
2
f(x)dx =

1
4 (20)

f(x)={u(x+2)-u(x+1)+u(x-3) -u(x-4)}/2

일때 ρ̃
Z iQ i

=
3
2

, f(x)={u(x +4) -u(x+3)}

+u(x-1)-u (x-2)}/2일때 ρ̃
Z iQ i=-

3
2

라는 

것을 정리 4로부터 얻을 수 있다.

  한편 F(0)=1일때 |Xi|=-Xi이고, Q i=n+1 

-R i라는 것을 알 수 있다. 이때 (46)으로부터 

Cov(Ri, Qi) = E{ RiQ i} - E{ Ri}E{ Qi} 

=
(n+1)(n+2)

6
-

(n+1)
2

4
=-

n
2
-1
12

임 을 

알 수 있고, 다음을 얻을 수 있다.

        ρ
R iQ i

=-1              (21)

또한 F(0)=0일때 |X i|=X i,Q i=R i
을 알 수 

있고, (48)의 몇몇 과정을 사용하여 다음을 얻을 수 

있다.

                    ρ
R iQ i

=1  (22)

  이제부터 0 <F(0) < 1인 경우를 고려해보자.

⌠
⌡

∞

0
{F(x)f(-x)-F(x)f(x)}dx=-F(x)․

F(-x)|
∞
0 =F 2 (0)와 ⌠

⌡

∞

-∞
F(x)f(x)dx =

1
2

로부터 

⌠
⌡

∞

-∞
G(|x|)f(x)dx=⌠

⌡

0

-∞
F(-x)f(x)dx

        -⌠
⌡

∞

0
F(-x)f(x)dx+⌠

⌡

∞

0
F(x)f(x)dx  

        +⌠
⌡

0

-∞
F(x)f(x)dx

      =⌠
⌡

∞

0
{F(x)f(-x)-F(-x)f(x)}dx

        -F
2
(0)+

1
2

=
1
2 (23)

임을 알 수 있고, (50)를 써서 다음을 얻는다.

Cov(Ri,Qi) =
⌠
⌡

∞

-∞
{1(n-1)G( |x|)} {1

          +(n-1)F(x)} f(x)dx-
(n+1) 2

4

          =(n-1)
2 {⌠⌡

∞

-∞
G(|x|)F(x)f(x)dx   

          -
1
4 } (24)

0 <F(0) < 1일때 식 (24)는 ρ̂
RiQ i=

n+1
n-1

 ρ
R iQ i

임을 쓰면, 아래와 같다.

   ρ̂
RiQ i

=12 {⌠⌡
∞

-∞
G(|x|)F(x)f(x)dx-

1
4 }  (25)

0 <F(0) < 1이고, 확률 분포 함수 f가 짝함수일때 

⌠
⌡

∞

-∞
G(|x|)F(x)f(x)dx=⌠

⌡

∞

-∞
G(x){1-F(x)}․ f(x)

dx +⌠
⌡

∞

0
G(x)F(x)f(x)dx =⌠

⌡

∞

0
G(x) =⌠

⌡

∞

0
G(x) 

f(x)dx=⌠
⌡

∞

0
{2F(x)-1}f(x)dx=F(0) {1-F(0)}= 

1
4

(0) }=
1
4

이므로 ρ̂
R iQ i

=0임을 알 수 있다.

Ⅳ. 몇 개의 보기들

4.1 고른 분포

  아래와 같은 조건일때 
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그림 1. 고른 분포 U (a,b) , a < 0 < b에서의 표준화 상관계

수 ρ̃
Z iR i

 

        F(0)={
1, a< b≤0,
-a
b-a

, a< 0 < b,

0, 0≤a< b.

 (26)

(11)의 식으로부터 구간 a< b≤0 또는 0≤a< b에서 

값이 0인 다음 결과를 얻을 수 있다.

 ρ̃
Z iR i

=
3
2

-ab
b-a

․ { sgn( b)-sgn(a)} (27)

(27)에서 a=-b< 0일 경우 최고값은 3
2

인 것을 

그림 1에서 확인할 수 있다. 또한 계속해서 다음을 

얻을 수 있다.

⌠
⌡

∞

-∞
F(-x)f(x)dx

     =











1 , a < b≤0,

1-
2b

2

(b-a)
2 , a←b≤0,

2a
2

(b-a)
2 , -b < a≤0,

0 , 0≤a< b.

(28)

(12)의 식에 (26), (28)를 이용하여 아래와 같이 얻

을 수 있고,

ρ̃
Z iQ i

   =
3
2
b+a
b-a

max(a,-b)
min(a,-b)

 

      ․ { sgn( b)-sgn(a)} (29)

a< b≤0혹은 0≤a< b일 경우 0 이다 .  여기서 

a < 0 < b일때 max(a,-b)와 min(a,-b) 모두 음수

인 것과 a< b이므로 min(a,-b)가 항상 음수인 것

에 주목할 만하다. 그림 2에 ρ̃
Z iQ i

와 a
b

의 관계

를 나타내었다. a
b

=2- 5 ≈-0.236일때 최고

값 3
2

5-2( 5-1) ≈0.5201 , a
b

=-2- 5

≈-4.236  일때 최소값 -
3
2

5-2( 5-1)

그림 2. 고른 분포 U (a,b) , a < 0 < b에서의 표준화 상관계

수 ρ̃
Z iQ i

 

그림 3. 고른 분포 U (a,b) , a < 0 < b에서의 표준화 상관계

수 ρ̂
R iQ i

 

≈-0.5201를 갖는다.

  마지막으로 (21), (22), (26)로부터 a< b≤0일때는 

ρ
RiQ i

=-1 , 0≤a< b일때는 ρ
R iQ i

=1인 것을 알 

수 있다. a < 0 < b일때는 다음을 얻을 수 있다.

⌠
⌡

∞

-∞
G(|x|)F(x)f(x)dx

    ={
1
6 {1+ 4b 3

(b-a)
3 } , a<-b≤0,

1
3 {1+ 2a 3

(b-a)
3 } , -b < a≤0,

(30)

(25)를 써서 아래와 같은 결과를 얻을 수 있으며,

  ρ̂
RiQi

= sgn(a+b)[1+{ 2max(a,-b)
b-a }

3

] (31)

이를 그림 3에 나타내었다.                   □

4.2 평균이 0인 비대칭 분포

  확률 밀도 함수가

   f a(x) =











a
a+1

,    -1≤x < 0,

1
a(a+1)

, 0≤x < a,

0,       그 밖에는   (32)

라 하자. 여기서, a> 0이다. 확률 밀도 함수 f a(x)

는 평균이 0이고 a≠1일때는 대칭이 아니다. 먼저, 

(11)에서 아래 표준화 상관 계수를 쉽게 얻을 수 

있다.
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표 1. 고른분포와 평균이 0인 비대칭 분포의 표준화 상관계수 

     ( B ab= max(a,-b) , S ab= max (a,-b) , D ab= sgn(b)-sgn(a) , v=min (a,a - 1))

정규 확률밀도함수 평균이 0인 비대칭 분포

ρ̃
Z iR i

3
2

-ab
b-a

D ab

0≤ ρ̃ Z iR i
≤

3
2

≈0.866

3a
a+1

0≤ ρ̃ Z iR i
≤

3
2

≈0.866

ρ̃
Z iQ i

3
2
b+a
b-a

B ab

S ab
D ab

-0.5201≤ ρ̃ Z iQ i
≤0.5201

3v(v-1)
v+1

-0.5201≤ ρ̃ Z iQ i
≤0.5201

ρ̂
R iQ i

sgn (a+ b) [ 1+{
2B ab

b-a }
3

]
-1≤ ρ̂ R iQ i

≤1

만약 a < b≤0 , 0≤a < b면 ρ̂
R iQ i

=1

(v-1)(2v 3+v 2+2v-1)

(v+1) 3

-1≤ ρ̂
R iQ i

≤1

그림 4. 확률밀도함수 f a에서의 표준화 상관계수 ρ̃
Z iR i

그림 5. 확률밀도함수 f a에서의 표준화 상관계수 ρ̃
Z iQ i

그림 6. 확률밀도함수 f a에서의 표준화 상관계수 ρ̂
R iQ i

            ρ̃
Z iR i =

3a
a+1

.  (33)

그 밖의 상관 계수를 얻으면 아래와 같다.

           ρ̃
Z iQ i

=
3v(v-1)
v+1

,  (34)

     ρ̂
RiQ i=

(v-1)(2v 3+v 2+2v-1)

(v+1)
3 , (35)

이들을 각각 그림 4-6에 보였다. 한편 ρ̃
Z iR i

일 경

우 a=1일 때 최대값 3
2

≈0.866을 갖고, a→0 

혹은  a→∞이면 0으로 수렴한다. ρ̃
Z iQ i

일 경우 

a= 5-2≈0.236일 때 최소값 -
3
2
․ 5-2

( 5-1)≈-0.5201 , a= 5+2 ≈4.236일 때 최

대값 3
2

5-2 ( 5-1) ≈0.5201을 갖는다. 

ρ̂
R iQ i

는 a= 7 -2 ≈0.646일 때, ρ̂
R iQ i

≈

-0.0991, a=
7+2
3

≈1.5486일 때 ρ̂
R iQ i≈

0.0991의 최대값과 최소값을 갖는다. 또한 a=

0.3761, 1 , 2.659일때 영교차점들을 갖는다. 4절에

서 얻은 몇몇 결과를 표 1에 정리한다.

Ⅴ. 맺음말

  이 논문에서는 독립이고 분포가 같은 관측표본에

서 대표적인 비모수 통계량 셋, 곧, 관측량의 부호, 

순위, 그리고 크기 순위 통계량 사이의 상관 계수를 

닫힌 꼴로 이끌어 내었다. 상관 계수의 몇 가지 특

징들을 얻었으며 이를 분석한 결과,  직관적인 예상

과 일치하였다. 더불어, 상관 계수의 상한값과 하한

값을 얻은 뒤, 의미 있는 몇몇 분포에서 상관 계수

값을 구체적으로 얻었다. 또한, 상한값과 하한값이 

나올 수 있는 분포들을 찾아내어 소개하였다. 이 논

문에서 얻은 결과는 신호 처리에서 비모수 통계량

을 쓸 때 각 검파기들의 성능을 예상할 수 있는 이
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론적인 잣대로 쓸 수 있을 것이다. 

부록. 비모수 통계량들의 결합 

확률질량함수의 유도

결합 확률 질량 함수 f Z iR i와 f Z iQ i

  먼저, (1+x)
n- 1

= ∑
n- 1

i= 0
n- 1 C i x

i와 (n-1)․ 

(1+x) n-2 = ∑
n- 1

i= 1
i n- 1 C i x

i- 1을 쓰면, ∑
n

k= 1
n- 1

 

C k- 1w
k- 1

(1-w)
n- k

=1과 ∑
n

k= 1
k n- 1

 ∑
n

k= 1
k n- 1

C k-1w
k-1(1-w) n- k=1+(n-1)w을 바로 얻

는다. 따라서, 아래를 얻을 수 있다.

  1
n ∑

n

r=1
rf Ur(x)= +(n-1)F(x)f(x), (36)

  1
n ∑

n

q=1
qf Vq(y)=1+(n-1)   

․G(y)g(y)u(y).
(37)

한편 (6)을 통하여 다음을 알 수 있고, 

Pr {Ri=r|Zi=1} = Pr { {Xj}
n

j=1
이 독립이고 분포

가 거의 같으며 확률 밀도 함수 짝이 

( f(x)u(x)
1-F(0)

, f(x))일때 R 1=r}

= ⌠
⌡

∞

-∞
n-1 C r- 1F

r- 1
(x) {1-F(x)}

n- r

   ․ f(x)u(x)
1-F(0)

dx

=
1

n{1-F(0)}
⌠
⌡

∞

0
f U r

(x)dx (38)

Pr {Ri=r|Zi=-1}= Pr { {Xj}
n

j=1
이 독립이고 분

포가 거의 같으며 확률밀도함수 짝이 

( f(x)u(-x)
F(0)

, f(x))일때 R 1=r}

=
1

nF(0)
⌠
⌡

0

-∞
f U r

(x)dx. (39)

  (38), (39)로부터 다음을 얻을 수 있다.

Pr {Zi=±1 ,Ri=r}=
⌠
⌡±
f Ur(x)dx

․Pr {Ri=r} =
1
n

⌠
⌡±
f Ur(x)dx. (40)

Pr {Zi=1}Pr {Ri=r}≠Pr {Zi=1 ,Ri=r} 이고

Pr {Zi=-1}Pr {Ri=r}≠Pr {Zi=-1 ,Ri=r}이

기 때문에 일반적으로 Ri와 Zi는 서로 독립이 아

니라는 것에 주목할 만하다. (36)과 (40)으로부터 

결합 적률을 다음과 같이 얻을 수 있다.

E{Z iR i}= ∑
n

r=1
r⌠⌡

∞

-∞
sgn (x)f Ur (x)dx

         =⌠
⌡

∞

-∞
sgn (x) {1+(n-1)F(x)}

           ․f(x)dx. (41)

Xi의 조건부 확률 밀도 함수는 {Zi=1}일 때 

f(x)u(x)/{1-F(0)}이다. 결과적으로 {X j}
n

j=1
는 

독립이고 분포가 거의 같은 확률 밀도 함수 짝이 

( f(x)u(x)/{1-F(0)}, f(x))인 확률 변수이다. 따라

서 (7)과 x≠0일때 {f(x)u(x)+f(-x) ․u(-x)}

{f(x)u(x)+f(-x)u(-x)}u(x) = f(x)u(x)로 부 터 

다음을 얻는다 [3].

Pr {Zi=1 ,Qi=q}= Pr {Qi= q |Zi=1}Pr {Zi=1}

      ={1-F(0)}Pr { {X j}
n

j=1
이 독립이고 분

포가 거의 같으며 확률 밀도 함수 짝이    

( f(x)u(x)
1-F(0)

,f(x))일때 Q 1=q}

= {1-F( 0)} n-1C q-1
⌠
⌡

∞

-∞
Gq-1(x) {1-G(x)} n- q

     ․ { f(x)u(x)+f(-x)u(-x)}u(x)
1-F(0)

dx

= n-1 C q- 1
⌠
⌡

∞

0
G
q-1

(x) {1-G(x)}
n- q
f(x)dx

=
1
n

⌠
⌡

∞

0
f V q

(x)
f(x)
g(x)

dx.                 (42)

비슷하게 {Z i=-1}일 때  (7)로부터 다음을 얻는다.

Pr {Z i=-1 ,Q i=q}

  =F(0) Pr { {X i}
n

j=1
이 독립이고 분포가 거의 

같으며 확률 밀도 함수 짝이 (f(x)u(-x ) 

/F(0),f(x))일 때 Q 1=q}

= n-1 C q-1
⌠
⌡

∞

0
G
q-1

(x) {1-G(x)}
n- q
f(-x)dx

=
1
n

⌠
⌡

∞

0
f V q

(x)
f(-x)
g(x)

dx.                (43)

일반적으로 Q i
와 Z i는 서로 독립이 아니라는 것
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에 주목할 만하다. 반면 f가 짝함수일때 Pr {Zi=1, 

Q i=q} = n- 1 C q- 1
 

   ․⌠
⌡

∞

0
{2F(x)-1}

q-1
{2F(x)}

n- q
f(x)dx

= n-1 C q-1
⌠
⌡

1

0
t
q-1

(1- t)
n- q 1

2
dt=

1
2n

= Pr {Z i=1}Pr {Q i=q}이고 Pr {Zi=-1, Qi=q} 

= Pr {Q i=q}Pr {Z i=-1}이므로 Z i와 Q i
가 독

립이라는 것을 알 수 있다. Z i와 Q i
의 결합 적률

은 (42)와 (43)으로부터 다음과 같이 구할 수 있다.

E{Z iQ i}= ∑
n

q=1
∑
z i
qz iPr {Qi=q , Z i=z i}

      =⌠
⌡

∞

0
{1+(n-1)G(x)}f(x)dx

            -⌠
⌡

∞

0
{1+(n-1)G(x)}f(-x)dx 

     =⌠
⌡

∞

-∞
sgn (x) {1+(n-1)G(|x|)}   

․f(x)fx.
(44)

결합 확률 질량 함수 f R iQ i

  Ri와 Qi의 결합 확률 질량 함수를 유도하기 위

해서 먼저 Ri와 Qi가 선형 독립인지(경우 1과 2) 

아닌지를(경우 3) 알 필요가 있다.

  경우 1. F(0)=1일때: |Xi|=-Xi과 Qi=n+1 

-R i임을 알 수 있고 따라서 

Pr {R i=r , Q i=q}

         ={
1
n

, 1≤q=n+1-r≤n,

0, 그밖에는,

(45)

이고 다음의 결과를 얻을 수 있다.

E{R iQ i}= ∑
n

r=1
∑
n

q=1
Pr {R i=r , Q i=q}qr

     =
1
n ∑

n

r=1
(n+1-r)r

=
(n+1)(n+2)

6
. (46)

  경우 2. F(0)=0일때: |X i|=X i
과 Q i=R i

을 

알 수 있고 따라서 

Pr {R i=r , Q i=q}

      ={
1
n

, 1≤q= r≤n,

0, 그밖에는,

(47)

이고 다음의 결과를 얻을 수 있다.

 E{R iQ i}=
1
n ∑

n

r=1
r 2

=
(n+1)(2n+1)

6
. (48)

  경우 3. 0 <F(0) < 1일때: 주어진 R i=r은 

{X j}
n

j=1
가 독립이고 분포가 거의 같은 확률 밀도 

함수 짝이 ( f Ur, f)인 확률 변수라는 말과 같다. 따

라서 (7)로부터 다음을 얻을 수 있다.

   Pr {Ri=r , Qi=q}= Pr {Qi=q |Ri=r}

    ․Pr {Ri=r} =
1
n

Pr { {X i}
n

j=1
이 독립이고 

분포가 거의 같으며 확률밀도함수 짝이 

( f U r
, f)일때 Q 1=q}

 =
1
n n-1C q-1

⌠
⌡

∞

-∞
G q-1(x) {1-G(x)} n- q

    ․ { f U r
(x)+f U r

(-x)}u(x)dx

 =
1

n 2
⌠
⌡

∞

-∞

f V q
(x)

g(x)
{f U r

(x)+f U r
(-x)}dx   (49)

(49)로부터 Pr {Qi=q |Ri=r}= Pr {Ri=r |Qi=q}

=
1
n

⌠
⌡

∞

-∞

f V q
(x)

g(x)
{f U r

(x)+f U r
(-x)}dx을 얻을 

수 있다. R i
와 Q i

의 결합 적률은 (36), (37), (49)

로부터 다음과 같이 구할 수 있다.

   E{R iQ i}=
1

n 2 ∑
n

r=1
∑
n

q=1

⌠
⌡

∞

-∞

f V q
(x)

g(x)

          ․ { f U r
(x)+f U r

(-x) }dx

           =
1
n ∑

n

r=1
r⌠⌡

∞

-∞
{1+(n-1)G(x)}

    ․ { f U r
(x)+f U r

(-x) }u(x)dx

           =⌠
⌡

∞

0
{1+(n-1)G(x)}

    ․ [ {1+(n-1)F(x)}f(x)

              +{1+(n-1)F(-x)}f(-x)]dx

 =⌠
⌡

∞

0
{1+(n-1)G(|x|)}

    ․ {1+(n-1)F(x)}f(x)dx.      

(50)
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