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요   약

이 논문에서는 Sidel'nikov 수열의 자기상  분포, 다시 말해 자기상  함수 각각의 값들의 발생 회수를 유도하

다. M -진 Sidel'nikov 수열의 각각의 상  값들의 발생 회수는 M차의 원분수를 이용해서 표 된다. 한 서로 

다른 자기 상  값들의 총 개수는 알 벳 크기 M뿐만 아니라 수열의 주기에도 의존하지만 언제나 M
2( )+1보다 

작거나 같다는 사실을 보 다.

Key Words：Autocorrelation, autocorrelation distribution, cyclotomic numbers, M-ary sequences, 

Sidel'nikov sequences.

ABSTRACT

In this paper, we derived the autocorrelation distributions, i.e., the values and the number of occurrences of 

each value of the autocorrelation function of Sidel'nikov sequences. The frequency of each autocorrelation value 

of an M -ary Sidel'nikov sequence is expressed in terms of the cyclotomic numbers of order M . It is also 

pointed out that the total number of distinct autocorrelation values is dependent not only on M  but also on the 

period of the sequence, but always less than or equal to M
2( )+1 .
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Ⅰ. 서 론

  송 표 으로 M-진의 변조 방식을 사용하는 고

속 데이터 통신의 수요가 증가하면서 좋은 오류 정

정 능력을 갖는 M-진 부호와 좋은 상  특성을 갖

는 M-진 수열을 찾는 것이 더 요해 지고 있다.

  p를 홀수의 소수라 할 때 p-1를 나 는 양의 

정수 M에 해서(이것을 M | (p-1)로 나타낸다) 

Sidel'nikov는 자기상 특성 값들이 5  는 3보다 

작거나 같은 주기가 p인 M-진 power residue 수

열을 제안하 다 [1]. 그는 한 M | (p
n
-1)인 양의 

정수 n에 해서 주기가 p n-1인 M-진 수열을 

만들었다. 이 수열의 자기상  값의 크기는 4보다 

작거나 같다.

  후에 Lempel, Cohn, 그리고 Eastman은 Sidel' 

nikov의 연구를 알지 못한 채로 주기가 p n-1인 

이진 Sidel'nikove 수열을 다시 발견하 다 [2]. 이들 

이진 수열들은 균형성을 고려했을 때 최 인 자기 

상  특성을 가지고 있었다.

  이 논문에서는 Sidel'nikov 수열의 자기상  분포, 

다시 말해 자기상  함수의 각각의 값들의 발생 회

수를 유도하 다. M-진 Sidel'nikov 수열의 각각의 
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상  값들의 발생 회수는 M차의 원분수를 이용해

서 표 된다. 한 서로 다른 자기 상  값들의 총 

개수는 알 벳 크기 M 뿐만 아니라 수열의 주기에

도 의존하지만 언제나 M
2( )+1보다 작거나 같다는 

사실을 보 다. 

Ⅱ. 사 지식

  s( t) 0≤t≤N-1, 가 주기가 N인 M-진 수열이

고 ω
M
이 1의 M차 복소근인 ω

M= e
j2π/M라 하자. 

s( t)의 자기상  함수는 다음과 같다.

R(τ)= ∑
N- 1

t=0
ω s( t)- s( t+τ)
M

여기서 0≤τ≤N-1이다. Sidel'nikov 는 M-진 수

열을 다음과 같이 정의하 다 
[1].

정의 1: p가 소수이고 α가 p n개의 원소를 갖는 

유한체 F p n
의 원시원이라 하자. M | (p

n
-1)이다. 

이제 k=0,1,⋯,M-1에 해서 S k가 다음과 같

이 정의되는 F p n
의 겹치지 않는 부분집합들이라 

하자.

S k={α Mi+ k-1 | 0≤i≤
p n-1
M

}

그러면 주기 p n-1인 Sidel'nikov 수열 s( t)는 다

음과 같이 정의된다.

s( t)={
k, if α t∈S k, 0≤k≤M-1

k 0, if t=
p
n
-1
2

 
여기서 0≤k 0≤M-1인 임의의 정수이다. □

  k 0=0인 M-진 Sidel'nikov 수열이 균형잡 있

다(balanced)는 것은 자명하다. 우리는 M-진 Sidel' 

nikov 수열을 지시 함수와 F p
n의 곱셈의 character

를 사용해서 나타낼 수 있다.

정의 2: 지시 함수는 다음과 같이 정의된다.

I(x)={ 1, if x=0
0, if x≠0 

□

정의 3: F p
n의 M차의 곱셈 character는 다음과 같

이 정의된다.

ψ
M(α

t
)=e

j2πt/M, if α t∈F *
p
n

ψ
M(0)=0.

여기서 α는 F p
n에서의 원시원이고 M | (p

n
-1)이

고 0≤t≤p n-2이다. □

  그러면 M-진 Sidel'nikov 수열은 다음과 같이 나

타낼 수 있다.

       ω s( t)
M =ω

k 0

MI(α
t
+1)+ψ M(α

t
+1)   (1)

  뒤에서 Sidel'nikov 수열의 자기상 분포와 원분

수(cyclotomic number) 사이의 계가 유도된다.

정의 4: 
[3] α가 F p

n에서의 원시원이라 하자. F p
n

에서의 원분군(cyclotomic class) C u,  0≤u≤

M-1는 다음과 같이 정의된다.

C u={α Ml+ u | 0≤l <
p
n
-1
M

}

여기서 주어진 u와 v에 해서 원분수 (u,v) M은 

1+z∈C v
를 만족하는 z∈C u

인 원소의 개수로 정

의된다. □

  다음 보조정리는 원분수들 사이의 기본 인 계

들을 보여 다.

보조정리 5: 
[3]

1) 임의의 정수 l 1
, l 2

에 해서

(i+Ml 1,j+Ml 2) M=(i,j) M

2) (i,j) M=(M-i,j-i) M

3) ( i,j) M=

{ ( j, i) M, if (p
n
-1)/M  is even 

( j+M/2,i+M/2, if (p
n
-1)/M  is odd  

4) ∑
M-1

j=0
(i,j) M=(p

n
-1)/M-θ i

, 여기서

θ
i={

1, if (p
n
-1)/M is even and  i=0 

1, if (p
n
-1)/M is odd and  i=M/2

0, otherwise  
5) ∑

M-1

i=0
(i,j) M=(p

n
-1)/M-θ i

, 여기서

η
j={ 1, if j=0

0, otherwise  .
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Ⅲ. Sidel'nikov 수열의 자기상  특성

  [4]로부터, 우리는 곱셈 character의 유용한 성질

들을 얻을 수 있다.

성질 6: [4] M | (p
n
-1)라 하자. F p

n의 곱셈 char-

acter ψ
M(x)는 다음과 같은 성질을 갖는다. 

1) ∑
x∈F p

n

ψ
M(x)=0

2) a∈F *
p
n일 때 ψ

M(a)=ψ
-1
M (a)=ψ M(a

-1)

3) a,b∈F p n
일 때 ψ

M(a)ψ M(b)=ψ M(ab)

4) a∈F p
n 이고 b∈F *

p
n일 때 ψ

M(a) ψM(b)= 

ψ
M(a/b)

여기서 ψ는 ψ의 켤 복소수를 의미한다. □

  성질 6을 사용해서 M-진 Sidel'nikov 수열의 자

기상  함수는 다음과 같이 유도될 수 있다.

정리 7: 
[1] s( t)가 다음과 같이 주어지는 주기가 

N= p
n
-1인 M-진 Sidel'nikov 수열이라 하자.

s( t)={ k, if α t∈S k       

k 0, if t=(p
n
-1)/2.  

그러면 τ /≡0 mod p
n
-1인 경우 s( t)의 자기상  

함수는 다음과 같이 주어진다.

R(τ) =ω
k 0

M
ψ
M(1-α

τ
)+ω

- k 0

M
ψ
M(1-α

- τ
)

-ψ M(α
- τ

)-1

증명: Sidel'nikov에 의해 유사한 증명은 이미 제시

되었지만 [1] 여기서는 본 정리 이후의 따름정리를 

해서 다시 자세히 증명하도록 하겠다.

  (1)을 사용해서, s( t)의 자기상 함수인 R(τ)는 

다음과 같이 쓸 수 있다.

R(τ) = ∑
N-1

t=0
[ (ω

k 0

MI(α
i+1)+ψ M(α

t+1)) 

  ×(ω
- k 0

M I(α
t+τ

+1) ψ M(α
t+τ

+1))]

= ∑
N-1

t=0
[I(α t+1)I(α t+

τ
+1)

  +ω
k 0

MI(α
t+1) ψ M(α

t+τ+1)

  +ψ M(α
t+1)ω

- k 0

M I(α
t+τ+1)

  +ψ M(α
t
+1) ψ M(α

t+τ
+1)]

  명백하게, τ /≡ 0 modN일 때 I(α t+1)× I(α t+
τ
+

1)=0이고 다음이 성립한다.

R(τ) =ω
k 0

M
ψ
M(-α

τ
+1)+ω

- k 0

M
ψ
M(-α

- τ
+1)

+ ∑
N-1

t=0
ψ
M(α

t
+1) ψ M(α

t+τ
+1)

  성질 6을 사용하면 다음 식을 얻는다.

       ∑
N- 1

t=0
ψ
M(α

t+1) ψ M(α
t+τ+1)

= ∑
N- 1

t=0, t /= (p n-1)/2

ψ
M(

α t+1
α t+τ+1 )

    (2)

  t가 (p n-1)/2-τ를 제외하고 0부터 N-1까지 

변할 때, (α t+1)/(α t+
τ
+1)은 집합 F p

n\ 1,α - τ 

상의 모든 원소를 나타내게 된다. 그러면 (2)는 다

음과 같이 다시 쓸 수 있다.

∑
N-1

t=0,t /= (p
n
-1)/2

ψ
M(

α t+1
α t+τ+1 )

           =-ψ M(α
- τ)-ψ M(1)

  따라서 우리는 τ /=0일 때 다음 식을 얻는다.

R(τ) =ω
k 0

M
ψ
M(1-α

τ
)+ω

- k 0

M
ψ
M(1-α

- τ
)

  -ψ M(α
- τ

)-1
.

□

  F p
n\{0,1}에서 y=α

τ라 하자. ψ
M(-1) ψM(1/y)

=ψ M(1/(1-y))ψ M( (y-1)/y)로부터 우리는 정리 

7을 좀 더 유용한 형태로 다음과 같이 바꿀 수 있다.

따름정리 8: M-진 Sidel'nikov 수열의 자기상  함

수는 다음과 같이 수정할 수 있다.

  ψ
M(-1)=1일 경우

R(y)=-(ω
k 0

M
ψ
M(

1
1-y

)-1)
      ×(ω

- k 0

M
ψ
M(
y-1
y

)-1)

  ψ
M(-1)=-1일 경우

R(y)= (ω
k 0

M
ψ
M(

1
1-y

)+1)
×(ω

- k 0

M
ψ
M(
y-1
y

)+1)-2.

  ψ
M(1/(1-y))=ω

u
M
와 ψ

M( (y-1)/y) = ω vM인 

y∈F p
n\{0,1}에 해서 자기상  함수 R(y)는 다

음과 같이 쓸 수 있다.
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R u, v=-( ω
u+ k 0

M -1)(ω
v- k 0

M -1), for ψ M(-1)=1  

(3)

R u, v=( ω
u+ k 0

M +1)(ω
v- k 0

M +1)-2,

for ψ M(-1)=-1.  (4)

  다음의 보조정리는 ψ
M(-1)이 언제 1과 -1을 갖

는지를 말해 다. 자세한 증명은 생략한다.

보조정리 9: M | (p
n
-1)라 하자. p=2일 때 ψ

M
 

(-1)=ψ M(1)=1이다. 홀수인 소수 p에 해서 

다음이 성립한다.

ψ
M(-1)= {+1, if (p

n
-1)/M  is even 

-1, if (p
n
-1)/M  is odd.  

□

Ⅳ. Sidel'nikov 수열의 자기상  분포

  이 장에서 우리는 따름정리 8에서 주어진 M-진 

Sidel'nikov 수열의 자기상  함수의 값들을 유도한 

후에 차수가 M인 원분수의 형태로 각각의 값들의 

발생회수를 나타낼 것이다. 다음의 보조정리는 M-

진 Sidel'nikov 수열의 상이 다를 때의 가능한 서

로 다른 자기상  값들의 개수를 보여 다. 여기서 

‘가능한’ 이라는 말은 자기상  값들  어떤 것들

은 M과 수열의 주기에 따라서 에 따라서 발생하지 

않을 수도 있다는 사실을 의미한다.

보조정리 10: M-진 Sidel'nikov 수열의 상이 다

를 때의 서로 다른 자기상  값들의 개수는 다음 

값보다 작거나 같다.

M(M-1)
2

+1.

증명: k 0 /= 0인 서로 다른 R u, v
의 개수는 k 0=0

인 R u, v
의 개수와 같다는 것은 분명하다. 그래서 

우리는 k 0=0인 경우만을 증명할 것이다. u=0 

이거나 v=0  ( 는 u=M/2이거나 v=M/2)일 때 

Ru, v=0( 는 -2)인 것은 쉽게 알 수 있다. R u, v

=R v,u이기 때문에 에서와 같은 상이 다를 때

의 서로 다른 자기상  값들의 개수를 구하는 것은 

어렵지 않다.                               □

  상이 다를 때의 자기상  값들  어떤 것들이 

발생하지 않을 수 있다는 것은 분명하다. 특히 수열

의 주기에 비해서 알 벳 크기 M이 큰 경우에는 

더욱 그 다.

  따름정리 8은 자기상  분포가 아래와 같이 정의

되는 집합 S u, v의 cardinality인 Au, v에만 의존한

다는 것을 말해 다.

S u, v={y∈F p
n\{0,1} | ψ M(1/1-y)=ω

u
M,

     ψ M(y-1/y)=ω vM}.

여기서 u,v∈{0,1,2,⋯,M-1}이다.

  그러면 Au, v는 다음 정리에서처럼 차수가 M인 

원분수로 나타낼 수가 있다.

정리 11: A u, v
는 다음과 같은 계가 있다.

A u, v=(u+v,v) M .

증명: 

경우 1) ψ
M(-1)=1일 때.

  ψ
M(1/(1-y))=ω

u
M

, ψ
M( (y-1)/y)=ω vM로부터 

ψ
M(1/(1-y))ψ M( (y-1)/y)=ψ M(1/y) = ω u+ vM

를 

얻을 수 있다. 다시 말해 1-y∈C - u
이고 

y∈C - u- v
이다. -y와 y가 같은 원분군에 있기 

때문에 보조정리 5의 2)를 용하면 다음을 얻는다.

A u,v=(-u-v,-u) M=(u+v,v) M.

경우 2) ψ
M(-1)=-1일 때.

  ψ
M(1/(1-y))ψ M( (y-1)/y)=ψ M(-1/y)=

ω u+ v
M

이다. 그래서 1-y∈C - u
와 -y∈ C - u- v

를 얻는다. 그래서 마찬가지로 계식 A u, v=

(-u-v,-u) M=(u+v,v) M를 얻었다. □

  이제 Sidel'nikov 수열의 자기 상  분포를 다음 

정리에서처럼 구할 수 있다.

정리 12: N(R u, v)가 R(y)=R u, v
를 만족하는 y∈

F p
n\{0,1}의 개수라 하자. 그러면 주기가 p n-1

인 M-진 Sidel'nikov 수열의 상이 다를 때의 자

기상  분포는 다음과 같이 주어진다.

  만일 ψ
M(-1)=1이면,

1) N(0)= ∑
M- 1

i=0
( ( i, i+k 0 ) M+(i,k 0) M)

          +(0,k 0) M
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2) N(R k, k)=(2k,k+k 0) M , 1≤k≤M-1

3) N(R u, v)=(u+v,v+k 0) M

     +(u+v,u+k 0) M, 1≤u< v≤M-1

  만일 ψ
M(-1)=-1이면,

1) N(-2)= ∑
M- 1

i=0, i /=M/2
( (M/2+ i,i+ k 0) M

  +(M/2+i,M /2+k 0) M)+(0,M/2+k 0) M

2) N(R k, k)=(2k,k+k 0) M , 0≤k≤M-1이고 k≠

M/2

3) N(R u, v)=(u+v,v+k 0) M

            +(u+v,u+k 0) M, 

  0≤u< v≤M-1, u≠M/2, 그리고 v≠M/2.

증명: 만일 ψ
M(-1)=1인 경우 다음 식이 성립한다.

Ru, v=-( ω
u+ k 0

-1)(ω
v- k 0

-1) .

  그래서 다음 식을 얻는다.

N(0) = ∑
M- 1

u=0
A u, k 0

+ ∑
M- 1

v=0
A k 0,v-A - k 0,k 0

= ∑
M- 1

i-1
( (i,i+k 0) M+(i,k 0) M)+(0,k 0) M.

  마찬가지로 다음의 두 개의 식을 얻을 수 있다.

N(R k, k)=A k- k 0,k+k 0
=(2k,k+k 0) M .

그리고

N(R u, v) =A u- k 0,v+k 0
+A v- k 0,u+k 0

=(u+v,v+k 0) M+(u+v,u+k 0) M.

ψ
M(-1)=-1인 경우의 증명도 비슷한 방식으로 

할 수 있다.                                □

  이제 우리는 M-진 Sidel'nikov 수열의 자기상  

값들의 최  크기의 상한을 다음과 같이 쉽게 유도

할 수 있다.

정리 13: M-진 Sidel'nikov 수열의 상이 다를 때

의 자기상  값들의 최  크기의 상한은 다음과 같

이 주어진다.

  만일 ψ
M(-1)=1라면,

max 0 <τ≤p n-2|R(τ)|

≤{ 4, ifM is even 
4cos

2
(π/2M), ifM is odd.  

  그리고 만일 ψ
M(-1)=-1라면,

max 0 <τ≤p n-2|R(τ)|

≤{ 2 2, if M≡0 mod 4

2 cos
2
(π/M)+1, if M≡2 mod 4. 

증명: R u, v의 최  크기의 상한이 k 0
와 계없다

는 것은 자명하다. 그러므로 k 0=0인 경우에 해

서만 증명한다.

경우 1) 만일 ψ
M(-1)=1라면, (3)로부터 M이 짝

수인 경우 (u,v)= ( M2,
M
2 )일 때, 혹은 M이 홀

수인 경우 (u,v)= ( M±12 ,
M±1
2 )일 때, 자기상  

값이 최  크기라는 것은 쉽게 보일 수 있다. 그러

므로 (5)를 쉽게 유도할 수 있다.

경우 2) 만일 ψ
M(-1)=-1라면, (4)로부터, 자기

상 함수는 다음과 같다.

R u,v =4 cos (
πu
M ) cos (

πv
M )

×exp [ j(
π

M
(u+v)) ]  -2.

  삼각함수의 변환을 이용하면, 다음과 같다.

|R u,v |
2=4 sin ( 2πu

M ) sin ( 2πv
M )+4.

  자기상  값의 최  크기는 M≡0 mod 4인 경우

일 때 (u,v)= ( M4 ,
M
4 ) or ( 3M

4
,

3M
4 )에서 구

할 수 있다. 그리고 M≡2 mod 4인 경우에는, 

(u,v)가 (
M±2
4

,
M±2
4 ) 이거나 ( 3M±2

4
,

3M±2
4 )

에서 자기상  값이 최 이다. 그러므로 (6)를 쉽게 

유도할 수 있다.                            □

Ⅴ.  제

  F p
n에서의 차수가 2, 3, 4, 6, 8인 원분수는 [3]

에서 구하 다. 앞의 결과와 이미 알려진 원분수 

(u,v) M를 사용해서, 2진, 3진, 4진, 6진, 8진 

Sidel'nikov 수열의 자기상  분포를 구할 수 있다. 

  여기에서는, 3진 Sidel'nikov 수열의 자기상  분

포를 계산한다. 따름정리 8을 사용하면, 다음의 따

름정리를 얻을 수 있다.

따름정리 14: 주기가 p n-1이고 k 0=0인 3진

Copyright (C) 2005 NuriMedia Co., Ltd.
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( M=3) Sidel'nikov 수열의 자기상  분포는 다음

과 같다.

R u, v=











p n-1, once

0,
5p

n
-16-c
9

  times

-3,
2p

n
-4-c
9

  times

3ω 3,
p n+1+c

9
  times

3ω 2
3,

p
n
+1+c
9

  times

여기서 4p n=c 2+27d 2 , c≡1(mod 3)이고, ω
3

는 3차 복소단 근이다.    □

  다음은 주기가 7
3
-1이고 k 0=0인 3진 Sidel' 

nikov 수열의 자기상  분포에 한 제이다.

제 15: p=7과 n=3라 하자. 4p n =c 2+27d 2

과 c≡1 ( mod 3)로부터, c=-20와 d=±6라는 

값을 구할 수 있다. 따름정리 14로부터, 다음을 얻

는다.

R(τ)=











342, once
0, 191  times

-3, 78  times
3ω 3, 36  times

3ω 2
3, 36  times .

□
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