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요   약

본 논문은 특정한 LDPC 코드와 특정한 인터리버를 가진 터보 코드의 맥시멈 라이클리후드(maximum- 

likelihood) 디코딩 성능의 상향 한계를 보인다. 현재까지의 연구는 균등 인터리버의 가정을 하거나 또는 앙상블 

코드를 사용하여 LDPC 코드와 터보 코드의 성능 상향 한계를 계산하였다. 이러한 성능 상향 한계는 모든 코드 

또는 모든 인터리버에 대한 평균 성능만을 표시하게 된다. 제안된 성능 상향 한계는 단순 한계(simple bound)와 

정확한 짧은 거리의 항들을 포함하는 추정된 무게 분포를 기초하고 있다. 만약 둘 중에 하나만 사용하게 되면 정

확한 성능 상향 한계를 얻을 수 가 없다. 
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ABSTRACT

We present upper bounds for the maximum-likelihood decoding performance of particular LDPC codes and 

turbo-like codes with particular interleavers. Previous research developed upper bounds for LDPC codes and 

turbo-like codes using ensemble codes or the uniformly interleaved assumption, which bound the performance 

averaged over all ensemble codes or all interleavers. Proposed upper bounds are based on the simple bound and 

estimated weight distributions including the exact several smallest distance terms because if either estimated 

weight distributions on their own or the exact several smallest distance terms only are used, an accurate bound 

can not be obtained.
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Ⅰ. 서 론

최근 통신 이론에 있어서 Low Density Parity 

Check(LDPC) 코드와 인터리버를 가지는 조합 코드

들을 위한 반복 복호는[1-6] 탁월한 성능 때문에 크

나큰 진보를 이루고 있다. 병렬 조합 코드(또는 터

보 코드)와 직렬 조합 코드는 하나의 인터리버를 통

해 병렬 또는 직렬로 연결된 간단한 이진 길쌈 코

드로 구성되어 있다
[3, 4, 7, 8]. 한편, LDPC 코드는[1, 2] 

탁월한 성능과 하드웨어 구현의 용이성 때문에 많

은 연구가 진행되고 있다. 다수의 모의실험과 성능 

한계들이 이러한 코드들의 탁월한 성능을 입증 해

주고 있다
[10-18]. 

한 논문에서는
[19] 

트랜스퍼 함수(transfer function) 

기술을 적용하여 유사 무작위(pseudo-random) 인터

리버를 가지는 터보 코드의 맥시멈 라이클리후드 

성능의 비트 오류율와 워드 오류율의 상향 한계를 

구하였다. 특정 인터리버에 대해 유니온 한계(union 

bound)를 구하는 것이 거의 불가능하기 때문에 균

등 분포 인터리버 가정을 기초하여 무작위 코딩 한
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계(random coding bound)로서 트랜스퍼 함수(trans-

fer function) 한계가 유도되었다. 이러한 가정하에

서는 모든 가능한 인터리버의 퍼뮤테이션(permuta-

tion)에 대한 평균된 성능에 대한 상향 한계가 유도

된다. 그러므로 트랜스퍼 함수(transfer function) 한

계는 특정한 인터리버에 대한 터보 코드의 성능 한

계를 구할 수는 없다.

유니온 한계(union bound)가 컷오프 레이트 이상

의 성능을 예측하는 것이 어렵기 때문에 컷오프 레

이트 이상의 레이트에서 유용한 성능 한계에 대한 

요구가 커지게 되었다. 이러한 성능 상향 한계 중에 

하나가 단순 한계(simple bound)이다. 한 논문에서

는
[20] 단순 한계(simple bound)가 균등 분포 인터리

버의 가정을 하고 LDPC 코드와 터보 코드에 사용

되었다. 그러므로 특정한 LDPC 코드나 터보 코드

의 맥시멈 라이클리후드(maximum-likelihood) 복호 

성능은 여전히 구하여지지 않았다. 반복 복호를 상

용한 LDPC 코드나 터보 코드의 모의실험 성능은 

최적이 아님을 주의해야 한다. 왜냐하면 반복 복호

는 최적 성능의 근사치이기 때문이다. 한편 모든 한

계 기법들은 최적 성능에 대한 계산이다
[21, 22].

본 논문에서는 근사화된 입출력 무게 분포를 사

용하여 특정 인터리버를 가지는 터보 코드나 특정

한LDPC 코드에 대한 성능 상향 한계를 구하였다. 

터보 코드의 성능은 몇 개의 영이 아닌 최소의 거

리 항들만을 포함하는 유니온 한계(union bound)에 

의해서 높은 신호대 잡음비에서는 잘 근사화가 된

다
[21, 23]. 한 논문에서는[23] 브랜치 앤 바운드 알고리

즘이[24] 터보 코드와 직렬 조합 길쌈 코드(Serially 

Concantenated Convolutional Code(SCCC))의 최소 

거리항과 몇 개의 짧은 거리항들을 구하는 데 사용

되었다. 한 알고리즘은
[25] LDPC 코드의 최소 거리

항을 계산하였다. 본 논문에는 이렇게 계산된 정확

한 짧은 거리항들을 근사화된 거리 분포 안에 포함

시키었다. 왜냐하면 근사화된 거리 분포만을 사용하

거나 짧은 거리항들만 사용하면 정확한 한계를 얻

을 수 없기 때문이다. 특정한 LDPC 코드와 터보 

코드의 특정 인터리버는 정확한 짧은 항들의 계산

과 근사화된 무게 분포를 계산하는 데 고려되었다.

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. II 장에서

는 이전의 한계 기법들을 설명하고 트랜스퍼 함수

(transfer function) 한계와 단순 한계(simple bound) 

그리고 모의실험 결과를 비교하였다. III 장에서는 

특정 LDPC 코드와 특정 인터리버를 가진 터보 코

드의 성능 상향 한계가 소개된다. IV 장에서 본 논

문을 결론을 맺는다.

Ⅱ. 기존의 한계들의 설명 및 비교

2.1 트랜스퍼 함수(Transfer Function) 한계

맥시멈 라이클리후드(maximum-likelihood) 복호

기에 대해 Additive White Gaussian Noise(AWGN) 

채널의 비트 오류율와 워드 오류율의 유니온 한계

(union bound)는 입출력 무게 분포를 필요로 한다. 

코드 레이트 인 전체 코드 C에 대해 

  를 입력 무게가 w이고 출력 무게가 d인 코드

워드의 개수로 나타낸다. 이때 입력 무게가 w이 

주어지고 출력 무게가 d인 코드워드를 생성하는 조

건 확률은 다음과 같다.

   ′   ′
 


 
 

           (1)

대개 터보 코드에 대한 조건 확률 분포 p(d|w)

는 균등 분포(uniformly interleaved) 가정을 사용하

여 구하여진다[19]. 터보 코드에 대한 트랜스퍼 함수

(transfer function) 한계의 발산 특성이 컷오프 레이

트를 넘을 때 관찰되어진다
[19].

2.2 단순 한계(Simple Bound)

터보 계통의 코드들의 성능은 상당히 큰 블록 길

이에서 Shannon의 채널 한계에 근접하다. 그래서 

컷오프 레이트 이상의 레이트에서 유용한 성능 한

계에 대한 필요성이 증대되었다. 블록 코드의 복호 

성능에 대한 그러한 단순 한계(simple bound)가
[20] 

완성 형태로 구해졌다. 이 성능 한계는 간단한 데 

그 이유는 그 최종 단계에서 적분이나 최적화를 요

하지 않는다는 것이다. 코드 레이트 r=K/N인 선

형이진 (N,K)블록 코드 C를 가정한다. 주어진 코

드에 대해 d는 코드워드의 Hamming 무게이다. 이

때 맥시멈 라이클리후드(maximum-likelihood) 복호

의 경우 비트 오류률에 대한 상한 한계는 다음과 

같다.

≤ 
 

   

        

여기서   

만약    

   
 이면
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    

        

 
 

이고 그렇지 않을 경우엔

     , 

 ,     그리고   





    

 이다. 그리고   
   로 나타 

내지며 여기서   는 입출력 무게 분포이다. 구체

적으로   는 입력 Hamming 무게가 w이고 코드

워드의 Hamming 무게가 d인 코드워드의 개수를 

의미한다. 그러나 단순 한계(simple bound)는 입출

력 무게 분포   를 필요로 한다.

2.3 트랜스퍼 함수(Transfer Function) 한

계와 단순 한계(Simple Bound)와 모

의실험 결과의 비교

그림 1은 균등 인터리버 가정을 사용한 트랜스퍼 

함수(transfer function) 한계와 단순 한계(simple 

bound)를 다양한 인터리버들에 대한 모의실험 결과

들과 비교하고 있다. 사용된 터보 코드는 생성 다항

식 을 가지는 구성 길쌈 코드를 

사용하였다. 터보 코드의 레이트는 1/3이다. 세 가

지의 시뮬레이션 결과는 길이 K=1000인 세 가지

의 다른 인터리버로부터 얻은 결과들이다. 첫 번째

는 최적화된 확산 인터리버인데 셋 중 가장 좋은 

성능을 나타내고 있다
[26]. 둘째는 20행 50열의 직사

각배열을 행단위로 읽어 들이고 열 단위로 읽어 내

는 인터리버이다. 세 번째 인터리버는 200행 50행

의 직사각배열을 사용하였다. T트랜스퍼 함수(trans-

fer function) 한계와 단순 한계(simple bound)는 균

등 인터리버 가정을 사용하였는데 이럴 경우 단 하

그림 1. 균등 인터리버의 상향 한계와 터보 코드의 다양한 
인터리버에 대한 시뮬레이션(r=1/3, K=1000)

나의 한계만이 구해지는 것을 알 수 있다. 그러나 

시뮬레이션 결과는 특정 인터리버에 성능이 달라지

는 것을 알 수 있다. 한가지 주목할 점은 반복 복호 

자체가 최적이 아니기 때문에 반복 복호의 성능은 

맥시멈 라이클리후드(maximum-likelihood) 복호 성

능의 상향 한계보다도 안 좋을 수 있다. 비트 오류

률이 0.1인 지점에서 단순 한계(simple bound)가 트

랜스퍼 함수(transfer function) 한계보다 대략 0.7 

dB정도 밀접하다는 것을 알 수 있다. 트랜스퍼 함

수(transfer function) 한계는 컷오프 레이트 위에서

는 발산한다는 사실은 잘 알려져 있다. 코드률 1/3

에서의 컷오프 레이트는 Eb/No=2.01 dB이다.

2.3 Truncated Union 한계

선형이진 코드 C(N, K)가(N은 코드워드 길이이

고 K는 정보 길이) free distance 를 가질 때 

 는 그 개수를 나타내다. 다시 말해 의 무

게를 가지는 코드워드의 개수이다. 정보 bit의 개수 

는 무게의 코드워드를 생성하는  개의 

정보 블록들의 Hamming 무게의 합을 나타낸다. 매

우 높은 Eb/No의 값들에 대해(Eb는 정보 bit당 에

너지이고 No는 일 방향 잡음 spectral density) 비

트 오류률(Bit-Error Rate(BER))은 다음과 같은 쓸 

수 있다.

  







          (2)

터보 코드의 경우 거리 분포의 다른 항들을 추가

함으로서 더 나은 근사치를 얻을 수 있다
[23]. UB(j)

를 j번째 영이 아닌 거리항들까지만 포함한 유니온 한

계(union bound)의 수식으로 나타낼 때 다음과 같다.

  
 


 








         (3) 

여기서 d(i)는 i번째 영이 아닌 거리를 N(i)과 w(i)

는 그 개수를 나타낸다. 한 논문에서는
[23] 브랜치 

앤 바운드 알고리즘이[24] 터보 코드와 직렬 조합 길

쌈 코드(Serially Concantenated Convolutional Code 

(SCCC))의 최소 거리항과 몇 개의 짧은 거리항들

과 그 개수를 구하기 위해 사용되었다. 그래서 터보 

코드나 직렬 조합 길쌈 코드의 성능을 높은 SNR에

서 부분 생략 유니온 한계(truncated union bound)

를 이용해 근사화하는 것이 가능해졌다. 그러나 이

러한 알고리즘들은 브랜치 앤 바운드 방법을 사용
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하여 전체의 모든 무게 분포를 구하는 것은 현실적

으로 불가능하다.

Ⅲ. 특정한 LDPC 코드와 특정 인터리버의 

터보 코드의 성능 상향 한계

단순 한계(simple bound)는 복호 오류율의 상향 

한계에 대한 가장 정형화된 수식이다
[20]. 본 논문에

서는 특정 LDPC코드와 특정 인터리버의 터보 코드

에 대해 단순 한계(simple bound)를 사용한다. 단순 

한계(simple bound)를 사용하기 위해서는 조건 확률 

p(d|w)이 필요하다. 그러나 계산량 때문에 p(d|w)를 

얻는 것은 현실적으로 불가능하다. 그래서 본 논문에

서는 p(d|w)의 맥시멈 라이클리후드(maximum- like-

lihood) 추정치 를 계산하였다. k를 binomial 확

률 변수라 할 때 확률 무게 함수는 다음과 같다.

P(k|p)= (
Ns
k )p k(1-p)

Ns- k         (4)

여기서 Ns는 시행 횟수이고 p는 시행 확률이고 

  이다. 맥시멈 라이클리후드(maximum- 

likelihood) 추정치 를 얻기 위해 likelihood 함

수   를 최대화한다.





  


      

     (5)

다음 미분하고 결과를 0으로 하면 해를 구할 수 

있다. 


 

             (6)

여기서 해가 전체 최댓값임을 증명하는 것은 자명

하다. 우리는 여기서 로 p(d|w)를 근사화한다. 

그러면 다음과 같은 값을 얻는다. 

    


 
 


 


 
 


  

                    (7)   

여기서   는 추정된 무게 분포이다. 우리는 

Ns=10000을 사용하였는데 그 이유로는 Ns=

1000,10000  그리고 100000에서 단순 한계(simple 

bound)의 임계값이 비슷하기 때문이다.   를 얻기 

위해 각각의 입력 무게 w에 대해 먼저 무작위로 

Ns=10000개의 코드 워드를 생성한다. 다음 생성

된 코드 워드들로부터 k를 계산하고 (7)식을 사용하

여   를 얻는다. 몇 개의 짧은 거리항들에 대해서

는 정확한 분포를 계산하여[23]   에 추가하였다. 

왜냐하면 높은 신호대 잡음비에서는 이러한 항들이 

중요하기 때문이다. 여기서 주목할 점은 터보 코드

의 특정한 인터리버가 짧은 거리항을 구하는 데에

도 고려되었을 뿐 아니라 근사 무게 분포를 구하는 

데에도 고려되었다. 그림 2에서는 세 가지 경우를 

비교하였는데 첫째는 정확한 짧은 거리항들만 사용

하였을 때이고 둘째는 근사 무게 분포만이 사용되

어졌을 경우이고 그리고 셋째는 위의 두 가지를 동

시에 사용한 경우이다. 그림 2에서 보여주듯이 두 

가지를 동시에 사용할 때 더 정확한 한계를 구할 

수 있음을 알 수 있다.

그림 3에서는 세 가지 인터리버에 대해 시뮬레이

션 성능과 정확한 몇 개의 짧은 거리항을 포함한 

근사화된 무게 분포를 사용한 단순 한계(simple 

bound)를 비교하였다. 그림에서 볼 수 있듯이 각각

의 인터리버에 대해 정확한 성능 상향 한계를 구할 

수 있음을 알 수 있다. 또한 낮은 신호대 잡음비에

서 단순 한계(simple bound)의 임계점이 대략 레이

그림 2. 정확한 짧은 몇 개항의 경우와 근사분포만의 경우와 
두 가지 모두를 포함한 경우의 상향 한계의 비교(optimized 
spread interleaver의 터보 코드, r=1/3, K=1000)
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그림 3. 다양한 인터리버의 터보 코드에 대한 정확한 짧은 
몇 개의 항을 포함한 근사분포를 사용한 심플 한계들과 반복 
복호 시뮬레이션 성능들(r=1/3, K=1000) 

그림 4. LDPC 코드에 대한 정확한 최소항을 포함한 근사분
포를 사용한 심플 한계와 반복 복호 시뮬레이션 결과(r = 
7=8;(N; K) =(800; 700)) 

Ⅳ. 결 론

본 논문에서는 특정 LDPC 코드와 특정 인터리

버의 터보 코드의 성능 상향 한계를 연구하였다. 이

러한 한계들은 코드들의 최적 성능을 추정하는 것

을 가능하게 하는데 최적 성능은 최적 복호가 아닌 

반복 복호의 성능보다 더욱 좋다. 본 상향 한계의 

분석을 통해 앞으로 최적 복호를 위한 방법을 연구

하는 것이 필요로 된다.   
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