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요   약

Array 신호처리에서 복소 지수함수의 합으로 구성된 신호의 파라미터를 추정하는데 고차 통계를 이용할 수 있

다. 본 논문에서는 기존의 MPM(matrix pencil method)보다 효과적으로 DOA를 판별하기 위해 MPM에 4차 

cumulant와 moment 통계량을 적용하였다. 4차 cumulant 통계량은 선형 배열안테나에 입사하는 신호에 포함된 

Gaussian 잡음을 효과적으로 감소시킬 수 있다. Gaussian 잡음이 존재하는 환경에서 기존의 방법과 4차 통계량을 

이용한 방법을 시뮬레이션 함으로써 SNR과 DOA 분해능에 대하여 성능을 분석하였다. 결과로써 4차 통계량을 

이용한 MPM이 기존의 MPM보다 우수함을 보였으며, 또한 4차 moment보다는 4차 cumulant 적용이 더 우수함을 

증명하였다.

Key Words :MPM(matrix pencil method), Cumulant, Moment, DOA

ABSTRACT

In array signal processing, high order statistics can be used to estimate parameters from signal of sums of 

complex exponential. In this paper, we derive two types of direction finding algorithms which use the 

fourth-order cumulant and moment of the received array data. Since the fourth order cumulant can suppress the 

Gaussian noise, the response of MPM has better noise immunity than the conventional approaches. The 

performance of each method in regard to the probability of resolution and SNR in the presence of the Gaussian 

noise is investigated. As a result, the proposed method applied to the fourth-order statistic can find DOA more 

correctly in the presence of the Gaussian noise.
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Ⅰ. 서 론

신호의 DOA추정을 위한 알고리즘 개발에 관한 연

구가 지난 수년간 큰 관심을 가지고 진행되어 왔다. 이

러한 DOA를 추정하는 알고리즘에는 MUSIC(MUltiple 

SIgnal Classification), root-MUSIC, ESPRIT과 같은 

알고리즘이 대표적이며, 대부분 고분해능의 고유구

조(eigen-structure)를 이용한 알고리즘으로 다중신호

의 DOA 판별법에 입력신호의 2차 통계량을 이용

한다.즉, 위의 방법들은 2차 통계량으로 입력 공분

산 행렬을 이용하였고, 희망신호에 의한 고유벡터

(eigenvector)와 잡음신호에 의한 고유벡터가 서로 

직교한다는 성질을 이용하여 DOA추정을 수행한다
[1].

2차 통계량보다 고차 통계량을 이용한 방법의 장

점이 알려지면서 이를 이용한 알고리즘이 관심을 

받고 있다. 특히, 4차 cumulant를 적용하게 되면, 

신호에 포함된 잡음이 Gaussian잡음일 경우에 잡음

을 효과적으로 감소시킬 수 있다
[2]. 최근에는 
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CDMA시스템에서의 DOA추정에 4차 통계량이 사

용되고 있다[3, 4].  

본 논문에서 4차 통계량을 적용하게 될 MPM(matrix

Pencil method)은 배열안테나에 입사되는 신호가 복

소 지수함수의 합으로 근사시킬 수 있을 때 적용 

할 수 있으며 데이터 행렬의 고유분해 (eigen 

decomposition)를 이용한다
[5, 6]. 이 방법은 다항식을 

이용한 복소 지수함수의 근를 구하는 방법보다 낮

은 분산을 가지기 때문에 성능도 우수하고 계산하

는데 있어서 효과적이다
[7, 8]. 처음으로 고차통계량을 

MPM에 적용한 HUA[9]는 3차 moment와 같은 고

차 통계량을 MPM에 적용하였지만 기존의 방법보

다 좋은 성능을 만족시키지 못하였다. Laplace, 

Uniform, Gaussian 분포처럼 확률밀도함수가 좌우 

대칭으로 분포하는 잡음과 같은 랜덤 프로세서에서

는 신호의 3차 moment 값은 0(zero)이다
[2]. 그러나 

복소 지수함수의 합으로 이루어진 신호의 3차 

moment값 역시 0(zero)이기 때문에 기존의 방법보

다 성능이 우수함을 증명할 수 없었다. 반면에, 위

와 같은 환경에서 신호의 4차 cumulant와 moment

값은 0(zero)이 아니기 때문에 MPM에 적용 할 수 

있다. 이러한 대칭 분포를 가지는 랜덤프로세서의 

경우 고차 통계량에 의한 신호의 상쇄를 막기 위해 

3차 보다는 4차 cumulant와 moment를 적용해야 한

다. 그리고 이러한 특성을 이용한다면 DOA 추정의 

성능을 향상 시킬 수 있다.

본 논문에서는 기존의 MPM에서의 원시 데이터 

행렬을 이용하는 대신에 4차 cumulant 와 moment

행렬을 이용하여 MPM에 cumulant와 moment를 적

용하였다. 그 결과 신호에 포함된Gaussian 잡음을 

성공적으로 제거 할 수 있었으며, 시뮬레이션의 결

과를 통해서 고차통계량을 적용한 MPM이 DOA 

추정에 대하여 기존 방법인 MPM의 평균값보다 우

수한 성능을 보였고, 특히, 잡음의 억제효과에서는 

4차 moment보다 4차 cumulant 적용했을 때 성능이 

뛰어남을 실험적으로 보여주었다. 

Ⅱ. Matrix pencil method(MPM)

배열안테나에 입사되는 신호의 지연시간 모델을 

나타내면 다음과 같다. 
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φ 이다. 따라서 각 ω i 를 구함으

로써 신호의 DOA를 찾을 수 있다. 여기서, 

damping factor는 중요하지 않기 때문에 고려하지 

않았고, K는 안테나에 입사하는 신호의 수, N은 안

테나 수이다. (1)의 모델로부터 우리가 추정해야 할 

파라미터는 K와 R
i , i

z 이다. 

잡음이 없는 데이터로부터, N개 안테나의 신호 

데이터를 이용한 (N-L)*(L+1) 데이터 행렬 Y와 행

렬 Y에서 마지막 열과 처음 열을 제거한 (N-L)*L 

행렬 ba
YY , 은 다음과 같이 구성할 수 있다.
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여기서 L은 pencil 파라미터이며 N/3과 N/2사이

의 값으로 결정된다. Pencil 파라미터 L은 데이터에 

포함하고 있는 잡음에 대해서 매우 효과적인 측정

을 하기 때문에 잡음이 포함된 데이터를 다룰 때 

중요성을 알 수 있다
[5, 6].
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a
Y 과 b

Y 를 하나씩 풀어 쓰면 다음과 같다.

0a a b
Y Z R Z=                (5)

bab
ZZRZY

00
=               (6)

where

( ) ( ) ( )

( )

1 2

1 1 1

1 2

1 1 1

K

a

N L N L N L

K N L K

z z z

Z

z z z
− − − − − −

− ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

�

�

� � � �

� ,    

( )

( )

( )

1

1 1

1

2 2

1

1

1

1

L

L

b

L

K K K L

z z

z z
Z

z z

−

−

−

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

�

� � � �

�
,  

[ ]0 1 2
, , ,

K
Z diag z z z= � , [ ]0 1 2

, , ,
K

R diag R R R= �

이제 matrix pencil 파라미터를 고려해서 다음과 

같이 정의할 수 있다.
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있다. i
z 의 해는 순차적인 고유값 문제로 풀 수 있다.
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는 a
Y 의 Moore-Penrose Pseudo-inverse

이다. 즉,
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여기서 윗첨자 H는 conjugate transpose를 의미

한다. 

결국 i
z=λ 로 추정되면, 주파수 성분은 다음과 

같은 식을 통해서 알아 낼 수 있다.
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여기서 신호에 얼마나 많은 주파수 성분이 포함

되어 있는지 모르기 때문에 K를 결정하기 위해 다

음과 같이 Y행렬을 singular-value decomposition(SVD)

하면 

H
Y U V= Σ               (11)

이고, U와 V는 unitary 행렬이고, H
YY 와 H

Y Y 의 

고유벡터들을 만들면, Σ는 Y의 singular value를 

포함하는 대각 행렬이 된다.

H
U YV = Σ                (12)

변수 K를 선택하는 것은 이때에 이루어진다.  

Singular values의 가장 큰 값을 보면, 일반적으로 

K를 넘어서면singular values의 값은 0(zero)에 근접

한다. 여기서 변수 K를 선택한다. Singular value 

c
σ 를 고려하자면,

max

10
pc

σ

σ

−

≈

             (13)

이다. p는 정해진 신호의 중요한 임계값이다
[5, 6].

Ⅲ. 4차 통계량을 이용한 matrix pencil 

method

3.1 4차 cumulant를 이용한 matrix pen-

cil method

각 안테나의 수신된 신호를 4차 cumulant에 적용

하기 위한 신호의 지연시간 모델은 다음과 같다. 
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여기서 n=0,1,2,..., N-1이며, N은 안테나 수, τ

는 이웃하는 두 안테나에 수신되는 신호의 시간지

연이다. 만약 각 신호의 평균이 0(zero)이면, 4차 

cumulant는 다음과 같이 정의할 수 있다.
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여기서 “Cum”은 cumulant의 줄임말이다. 식 

(15)으로부터 오직 시간지연 τ 만의 복소 지수함수
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의 합을 얻기 위해서 1 2 3
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식 (16)을 다시 다음과 같이 전개할 수 있다.
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식 (17)의 오른쪽 항목은 다음과 같이 τ 만의 함

수로 남게 된다.
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위의 식을 통해서 4차 cumulant의 결과 값도 식

(1)의 정의와 같은 복소지수함수의 합임을 증명하였

다. 따라서 4차 cumulant 행렬 C는 다음과 같이 나

타낼 수 있다.
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       (19)

4차 cumulant에 적용할 신호 모델은 다음과 같은 

복소 지수함수의 합으로 나타낸다.

4 4

4

1 1

( ) i s

K K
j n n

i i i

i i

C n R e R z
ω τ

= =

= − = −∑ ∑       (20)

i s
j

i
e z

ω τ

= , for i = 1,2,...,K, n = 0,1,2...N-1.

N개의 데이터로 이루어진 (N-L)*(L+1) 행렬 C

와 행렬 C의 마지막 열과 첫 번째 열을 제거한 

(N-L)*L행렬 ,
a b

C C 는 다음과 같다.

 
( ) ( )

4 4 4

4 4 4

4 4 4 1

(0) (1) ( )

(1) (2) ( 1)

( 1) ( ) ( 1)
N L L

C C C L

C C C L
C

C N L C N L C N
− × +

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

�

�

� � � �

�

( )

4 4 4

1 1 1

4 4 2 4 1

1 1 1

4 1 4 4 1

1 1 1 ( 1)

  

K K K
L

i i i i i

i i i

K K K
L

i i i i i i

i i i

K K K
N L N L N

i i i i i i

i i i N L L

R R z R z

R z R z R z

R z R z R z

= = =

+

= = =

− − − −

= = = − × +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

�

�

� � � �

� (21)

( )

4 4 4

4 4 4

4 4 4

(0) (1) ( 1)

(1) (2) ( )

( 1) ( ) ( 2)

a

N L L

C C C L

C C C L
C

C N L C N L C N
− ×

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

�

�

� � � �
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( )

4 4 4

4 4 4

4 4 4

(1) (1) ( )

(2) (2) ( 1)

( ) ( ) ( 1)

b

N L L

C C C L

C C C L
C

C N L C N L C N
− ×

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − −⎣ ⎦

�

�

� � � �

�     (23)

행렬 ,
a b

C C  는 다음과 같은 행렬의 곱으로 나타

낼 수 있다.

0a a b
C Z R Z=               (24)

0 0b a b
C Z R Z Z=              (25)

이제 matrix pencil 파라미터를 고려해서 다음과 

같이 정의할 수 있다.

[ ]0 0b c a a c b
C C Z R Z I Zλ λ− = −       (26) 

여기서 c i
zλ = , for i=1,2,...,K일 때, 변수 i

z 는 일

반적인 고유값 문제로 풀 수 있다.

b c a
C Cλ−

a b c
C C Iλ

+

−                (27)
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여기서 a
C

+

는 a
C 의 Moore-Penrose Pseudo-inverse이

다. 즉,

1( )H H

a a a a
C C C C

+ −

=             (28)

결국 c i
zλ = 로 추정되면, 식(10)과 유사한 방법으

로 주파수 성분을 추정 할 수 있다.

Imag[ln( )] /
i i S

zω τ=           (29)

3.2 4차 moment를 이용한 matrix pencil 

method

각 신호의 평균이 0(zero)이면, 4차 moment는 다

음과 같이 정의할 수 있다.

4 1 2 3

1 2 3

( ), ( ), ( ), ( )

    { ( ), ( ), ( ), ( )} 

n n n n

n n n n

M Mom x t x t x t x t

E x t x t x t x t

+ + +

+ + +

=

=    (30)

여기서 “Mom"은 moment의 줄임말이다. 식 (30)

으로부터 오직 시간지연 τ 만의 복소 지수함수의 합

을 얻기 위해서 1 2 3
( ), ( ), ( ), ( )

n n n n
Mom x t x t x t x t

+ + + 를 

* *

1
( ), ( ), ( ), ( )

n n n n
Mom x t x t x t x t

+ 로 치환해야 한다.  그러

면 식 (30)은 다음과 같이 정의할 수 있다.

* *

4 1

* *

1

( ), ( ), ( ), ( )

    { ( ), ( ), ( ), ( )}

n n n n

n n n n

M Mom x t x t x t x t

E x t x t x t x t

+

+

=

=      (31)

식 (31)를 다시 다음과 같이 전개할 수 있다.

* *

1

( ) ( ) ( ) ( ( 1) )

1 1 1 1

( ), ( ), ( ), ( )

{ }i i i i

n n n n

K K K K
j t n j t n j t n j t n

i i i i

i i i i

Mom x t x t x t x t

E R e R e R e R e
ω τ ω τ ω τ ω τ

+

− + − + + + +

= = = =

= ∑ ∑ ∑ ∑    

         (32)

식 (32)의 오른쪽 항목은 다음과 같이 τ 만의 함

수로 남게 된다.

* * 4

1

1

( ), ( ), ( ), ( ) i

K
j

n n n n i

i

Mom x t x t x t x t R e
ω τ

+

=

= −∑   (33)

위의 식을 통해서 4차 moment의 결과 값도 식

(1)의 정의와 같은 복소 지수함수의 합임을 증명되

었다. 따라서 4차 moment 행렬 M은 다음과 같이 

나타낼 수 있다.

0 1

1 2 1* *

0 0 0

1 1

4 4 4

4 4 4

4 4 4

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ), ( ), ( )

( ) ( ) ( )

(0) (1) ( )

(1) (2) ( 1)
   

( 1) ( ) ( 1)

L

L

N L N L N

x t x t x t

x t x t x t
M Mom x t x t x t

x t x t x t

M M M L

M M M L

M N L M N L M N

+

− − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − −⎣ ⎦

�

�

� � � �

�

�

�

� � � �

�

(34)

4차 moment에 적용할 신호 모델은 다음과 같은 

복소 지수함수의 합으로 나타낸다.

4 4

4

1 1

( ) i s

K K
j n n

i i i

i i

M n R e R z
ω τ

= =

= − = −∑ ∑       (35)

i s
j

i
e z

ω τ

= , for i = 1,2,...,K, n = 0,1,2,...,N-1.

N개의 데이터로 이루어진 (N-L)*(L+1) 행렬 M

과 행렬 M의 마지막 열과 첫 번째 열을 제거한 

(N-L)*L행렬 ,
a b

M M 는 다음과 같다.

( ) ( )

4 4 4

4 4 4

4 4 4 1
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4 4 4

4 4 4
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b

N L L

M M M L

M M M L
M

M N L M N L M N
− ×

⎡ ⎤
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행렬 ,
a b

M M  는 다음과 같은 행렬의 곱으로 나

타낼 수 있다.
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그림 1. 안테나 개수에 따른 SNR 및 에러추정

0a a b
M Z R Z=              (39)          

0 0b a b
M Z R Z Z=             (40)

이제 matrix pencil 파라미터를 고려해서 다음과 

같이 정의할 수 있다.

[ ]0 0b m a a m b
M M Z R Z I Zλ λ− = −       (41) 

여기서 m i
zλ = , for i=1,2,...,K일 때, 변수 i

z 는 

일반적인 고유값 문제로 풀 수 있다.

b m a
M Mλ−   

a b m
M M Iλ

+

−               (42)

여기서 a
M

+

는 a
M 의 Moore-Penrose Pseudo-

inverse이다. 즉,

1( )H H

a a a a
M M M M

+ −

=            (43)

m i
zλ = 로 추정되면, 주파수 성분은 다음과 같은 
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그림 2. Pencil 파라미터 L의 크기에 따른 분해능 및 에러추정

식을 통해서 알아 낼 수 있다.

Imag[ln( )] /
i i s

zω τ=            (44)

Ⅳ. 성능분석

그림 1은 Gaussian 잡음이 포함되고, 1
/ 5β π= 로 

안테나에 입사하는 신호 1
( )

;i
j nt

u e noise
β

= +  각 안테

나에 수신된 신호의 시간축 인덱스는 i 이고, 각 안

테나의 위치는 nth이다. β 는 DOA성분이 포함되고, 

신호의 주파수 f 와 광속 c에 의한 신호의 파장이 

c

f ,  안테나 사이의 간격이 d인 
2

cos
f
d

c

π
φ
이다. 

0,1, 2, ..., 99,i =  n=0,1,2,...,9에 대해 SNR 증가에 따른 

측정오차를 보여주고 있다.  그림 1은 안테나 수 

N=10일 때 pencil 파라미터 L=5, 5×5행렬을 이용

하여 시뮬레이션 하였다. 그림 1을 통하여 기존의 

MPM보다는 4차 cumulant를 적용한 방법이 10dB

이상 성능이 우수함을 알 수 있다.  그리고 4차 
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그림 3. 안테나 개수 N에 따른 분해능 및 에러추정

cumulant를 이용하면 특히 낮은 SNR에서 Gaussian 

잡음의 영향을 더 많이 억제할 수 있기 때문에 4차 

moment를 이용한 방법보다 성능이 우수함을 알 수 

있다. 그러나 SNR이 20dB이상부터는 4차 통계량을 

이용한 두 방법의 성능이 대등함을 알 수 있다.

그림 2와 그림 3은 입사각 1
/ 3β π= 와 2

/ 3
d

β π β= +

로 입사하는 신호 1 2
( ) ( )

;i i
j nt j nt

u e e noise
β β

= + + 0,1, 2,..., 99,  i =

n=0,1,2,...,59 n=0,1,2,...,9 , n=0,1,2,...,49에 대해 오차

를 보여주는 시뮬레이션 결과 이다. 여기서 y축의 

오차는 다음과 같이 정의된다. Error in the estimation 

= 2 12 2
/

est
β β β β− − 의 여기서 est

β 는 1
β , 2

β 에서 

1 2
[ ]

Tβ β β= 에 대한 측정값이며, 그림 2는 pencil 파

라미터 L=10, 10×10 행렬, 그리고 L=30, 30×30 

행렬일 때, 그림 3은 N=10 또는 50 일 때 d
β 의 

Monte Carlo 시뮬레이션을 통한 측정 오차를 보여

주고 있다. 그림 2와 그림 3의 결과를 통해서 고차 

통계량을 이용한 MPM이기존의 MPM보다 성능이 

우수함을 알 수 있다.
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그림 4. 40dB SNR인 잡은 환경에서 신호에 대한 jammer 
신호의 비

그림 4는 1
/ 2β π= 의 희망신호와 크기가 mag

J 이

고 각도가 2
/ 2

d
β π β= + 인 jammer 신호들 더한 경

우, 신호 
1 2

( ) ( )
;i i

j nt j nt

mag
u e J e noise

β β
= + +  0,1, 2, ..., 99,  i =

n=0,1,2,...,49  에 대하여 mag
J 를 증가시키면서 희망신

호의 크기 추정 시 1%오차를 만족하게 하는 최대

mag
J 에 대한 신호 비를 나타내는 시뮬레이션 결과를 

나타내고 있다. 마찬가지로, 고차 통계량을 이용한 

MPM이 기존의 MPM보다 성능이 우수함을 그림 4

를 통하여 알 수 있다.

Ⅴ. 결 론

본 논문에서는 DOA 추정을 위해 기존의 MPM

과 4차 cumulant와 moment같은 고차 통계량을 적

용한 MPM대한 성능을 비교하였다. 시뮬레이션결과 

Gaussian잡음을 억제하는 4차 통계량 때문에 SNR

에 대해서 기존의 MPM보다는 본 논문에서 제안된 

4차 통계량을 이용한 MPM의 성능이 그림 1에서처
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럼 10dB이상 더 우수하였다. 그리고 그림 1에서 나

타난 우수한 성능에 의하여 그림 2, 그림 3, 그림 4

에서의 두 신호에 대한 DOA분해능에 대해서도 우

수한 성능을 보였다. 특히, 그림 1에서 4차 

cumulant는 20dB이하의 낮은 SNR에 대하여 4차 

moment보다 더 많은 Gaussian 잡음 억제효과 때문

에 4차 moment보다 4차 cmulant를 적용하는 것이 

더욱 효과적이다. 
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