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제로 상을 갖는 역 역통과 MAXFLAT FIR 

필터 설계를 한 새로운 폐쇄형 달 함수
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A New Closed-form Transfer Fuction for the Design of 

Wideband Lowpass MAXFLAT FIR filters with Zero Phase
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요   약

일반 으로 기존의 선형 상을 갖는 역통과 MAXFLAT FIR 필터 설계 방법들은 폐쇄형 달함수의 특성

으로 인하여 하  주 수 역 ( 2/0 π≤≤ w )에서 이득 응답을 갖는다. 더욱이 주 수 역에서 MAXFLAT과 

선형 상 특성에 도달하기 해 추정 알고리즘을 사용하기 때문에 설계 필터들은 지 역에서의 리  에러, 완

만한 차단감쇠, 상  그룹지연 그리고 부정확한 차단주 수와 같은 문제 들을 가지고 있다. 본 논문에서는 이

러한 문제 들을 해결하기 하여 제로 상의 역 이득 응답을 갖는 MAXFLAT FIR 역통과 필터 설계를 

한 새로운 수학 인 폐쇄형 달함수를 제안하 다. 더욱이, 제안된 폐쇄형 달함수는 임의의 차단 주 수를 

포함한 MAXFLAT 조건들을 이용하여 새롭게 유도한 일반화한 공식들로 쉽게 실 됨이 증명되었다. 따라서 제안

방식은 간단하고 빠른 설계에 합하다. 결론 으로 제안된 설계 기술은 제로 상과 역 이득 응답을 갖는 

MAXFLAT FIR 역통과 필터 실 이 가능하며, 설계된 필터들은 모두 250dB 가 넘는 최  차단 감쇠를 갖는 

것을 알 수가 있다. 
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ABSTRACT

In general, the earlier linear-phase MAXFLAT(maximally flat) lowpass FIR filters have the main 

disadvantage of a gain response in the half frequency band 2/0 π≤≤ w  by the closed form transfer functions 

used in design techniques for realizing them. Moreover, most of them has existent problems as follows : 

ripple error in the stopband, gentle-cutoff attenuation, phase and group delay and inexact cutoff frequency 

response. It is due to the approximation algorithms such as Chebyshev norm and Remez exchange which are 

used to approach MAXFLAT and linear-phase characteristics in frequency domain. In this paper, a new 

mathematically closed-form transfer function is introduced for the design of MAXFLAT lowpass FIR filters 

which have the zero-phase and wideband-gain response. In addition, we verify that the closed-form transfer 

function is easily realized due to our generalized formulas derived newly by using MAXFLAT conditions 

including an arbitrary cutoff point. This method is, therefore, useful for “simple and quick designs”. 

Conclusively, we propose a technique for the design of new zero-phase wideband MAXFLAT lowpass FIR 

filters which can achieve sharp-cutoff attenuation exceeding 250 dB almost everywhere.
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Ⅰ. 서 론

  디지털 상과 음성 신호처리 응용 시스템에서 

선형 상(linear phase)을 갖는 FIR(Finite Impulse 

Response) 필터는 매우 요하다[1]. J. H. McClellane

등은 통과 역(passband) 과 지 역(stopband )에

서 동등 리 (equiripple)을 근사 추정하는 FIR 필

터 설계 방식을 제안하 으나, 설계된 필터들의 임

펄스 응답에서 에코와 경사(sharp) 차단 주 수 

응답에 따른 단  응답에서의 공명(ringing) 상이 

발생하는 문제 이 있다
[2]. 이러한 문제 들을 해결

하는 방법으로 통과 역과 지 역에서 MAXFLAT 

(maximally flat)한 진폭 특성을 갖는 역통과 

MAXFLAT FIR 필터가 제안되었다
[2,3]. 최근에는 

비선형 역통과 MAXFLAT FIR 필터 설계에 많

은 심이 있었다. 그러한 설계 기술들의 부분은 

비선형 역통과 MAXFLAT FIR 필터을 얻기 

하여, MAXFLAT 조건하에서 잘 알려진 라그랑주 

보간법(Lagrangian interpolation)
[4,5]과 체비셰  놈

(Chebyshev norm)[6]-[9]을 이용하여 ‘진폭과 그룹 지

연' 는 ‘진폭과 상'을 추정하는 방식으로 진폭 

추정과 그룹지연 선형성 사이에 트 이드오

(tradeoff)를 갖는다. 그럼에도 불구하고 이 방법들

은 진폭 응답의 향상과 어든 지연을 한 근화된 

선형 상을 얻을 수 있을 뿐이지 완 한 선형 상

은 포기 된다. 최근에 선형 상의 역통과 MAXFLAT 

FIR 필터들의 설계를 하여 폐쇄형 달함수을 이

용한 방법들이 연구되었다
[10]-[12]. 그들의 부분은 

MAXFLAT ‘진폭' 응답을 얻기 하여 비선형 방

법들처럼 체비셰  놈과 메즈 교환법(Remez 

exchange)을 이용한 ‘진폭' 추정 방식을 사용하 다. 

그러나  방식들은 하 역 폐쇄형 주 수 함수

(half-band closed form frequency function)로 인한 

하 주 수 역(half frequency band)에서 이득 응

답 만을 갖는 치명 인 단 이 있으며, 한 주 수 

역에서 MAXFLAT에 도달하기 해 사용하 던 

근사 추정으로 인한 부정확한 주 수 응답 오차를 

갖는다
[10]-[14]. 부정확한 주 수응답 오차들로서는 차

단 주 수에서 완만한 감쇠(gentle-cutoff attenuation), 

지 역에서의 이퀴리 (equiripple), 상과 그룹 

지연  차단 주 수의 부정확성 등이 있다. 를 

들면, 한 Aikawa등은 하 역(half-band) 폐쇄형 

달함수를 바탕으로 Remez 추정 알고리즘에 의한 

선형 상의 역통과 MAXFLAT FIR 필터 설계 

방식을 성공 으로 제안하 다. 그러나 구 된 필터

는 하 역 응답 필터로서 80dB 이하의완만한 차

단주 수 감쇠와 지 역에서 이퀴리 을 갖는 단

들이 나타났다
[14].

  본 논문에서는 제로 상(zero phase)과 역 

역통과(wideband lowpass) 응답 특성을 갖는 

MAXFLAT FIR 필터들을 주 수 역에서 수학

으로 쉽게 설계할 수 있는 역 폐쇄형 달함수

를 제안하 다. 한 본 논문에서는 제안된 역 

폐쇄형 달함수는 차단 주 수 조건을 포함한 

MAXFLAT 조건들로부터 유도된 폐쇄형 주 수 공

식(closed form frequency formulas)들에 의하여 수

학 으로 구 됨이 증명된다. 제안된 방법을 사용하

여 구 된 MAXFLAT FIR 역통과 필터들은 제

로 상과 역 게인 응답 특성을 갖을 뿐만 아

니라 모두 250dB에 가까운 날카로운 차단주 수 

감쇠(sharp-cutoff attenuation) 특성을 갖는 것을 알 

수가 있었다.

  제Ⅱ장에서는 본 본문에서 제안한 제로 상을 갖

는 역 역통과 MAXFLAT FIR 필터들의 폐

쇄형 달함수를 설명하 으며, 제Ⅲ장에서는 제로

상을 갖는 역 역통과 MAXFLAT FIR 필터 

설계와 구 을 한 폐쇄형 주 수 공식들에 해 

나타내었다. 제Ⅳ장에서는 새로운 필터 설계 기술에 

의해 구 된 필터들에 한 성능을 분석하 으며, 

끝으로 제Ⅴ장에서는 결론을 맺었다.

Ⅱ. 역 역통과 MAXFLAT FIR  

필터의 폐쇄형 달함수

  일반 으로 실수이면서 짝수 차수의 칭 계수를 

갖는 임펄스 응답(impulse response)은 제로 상을 

나타내는 실수형의 칭인 주 수응답을 나타낸다. 

따라서 N 을 짝수의 필터 차수라고 가정하 을 때, 

제로 상을 갖는 역통과 FIR필터의 달함수는 

다음과 같다.
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  여기서 필터 계수 nh 은 실수이다.  식(1)은 

jwez = 일 때 진폭응답 )(wH N 와 상 응답 )(wNθ

로 나타낼 수가 있으며, )( jw
N eH )()( wj

N
NewH θ= 로 

표 된다. 이때 역통과 FIR 필터가 통과 역과 

지 역에서 MAXFLAT하고 천이 역(transition 

band)에서 날카로운 차단주 수 감쇠(sharp-cutoff 
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attenuation)를 갖기 해서는 필터의 주 수 응답 

)(wH N 가 다음과 같은 조건들을 만족해야 한다.

1|)( 0==wN wH                        (2a)
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70795.0|)( == cwwN wH                 (2d)

  여기서 라메타 M 은 임의의 양의 상수이며, 

cw 는 역통과 필터의 차단 주 수이다.  식에서 

MN − 과 M 은 )(wH N 가 0=w 와 π±=w 에서 

MAXFLAT을 만족하는 최  차수(maximum degree) 

이다. 따라서 본 논문의 MAXFLAT FIR 필터 최

 설계에서는 제로 상의 역 역통과 응답

특성 외에도 0=w 와 π±=w 에서 MAXFLAT와 

차단주 수 cw 에서 날카로운 차단주 수 감쇠를 

만족하는 N  과 M 의 값을 구하는 것이 매우 요

하다.

  기존의 선형 상을 갖는 역통과 MAXFLAT 

FIR필터의 폐쇄형 달함수의 경우, 짝수 차수 N

을 갖는 다항식 )(zH N 은 아래의 식과 같이 1−=z

에서 M 개의 제로를 갖은 인수 함수의 곱으로 나

타내 진다.
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  여기서 MN − 은 짝수 M 에 해 짝수 차수를 

갖으며, )(zH MN − 은 보정(interpolator) 이라고도 한

다. 식(3)에서 )(zH N 은 1−=z 에서 M 개의 제로를 

갖기 때문에 )(zH MN − 에 계 없이 (2c)의 

MAXFLAT 조건을 항상 만족함을 알 수 가 있다. 

그럼에도 불구하고, 그러한 폐쇄형 달함수는 하

주 수 역(half frequency band)인 2/0 π<< w 에

서 이득 응답을 갖는 단 이 있다. 

  체 주 수 역에서 제로 상과 역 이득 응답

을 갖는 역통과 MAXFLAT FIR필터들을 설계하기 

하여, 우선 짝수 차수 M 에 하여 LMN 2=− 이

라고 가정하자. 그때 역 역통과  제로 상 

응답을 갖는 새로운 폐쇄형 달함수를 표 하면 

다음 식과 같다.

)()()()( zRzQzPzH N ⋅−=         (4)

여기서 )(zP , )(zQ 와 )(zR 는 각각 아래와 같다.

1)( =zP                           (5)
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  여기서 필터계수 nα 은 실수이며, )(zH N 는 

LMN 2+= 로 정의된 짝수 차수를 갖는다. 한  

식들로부터 샘  임펄스 응답 nδ 의 z 변환인 )(zP

과 )()( zRzQ ⋅ 은 완벽한 제로 상 달함수들이므

로 짝수차수 N 의 )(zH N  역시 제로 상을 갖으

며, ππ ≤≤ cw2/ 의 역 이득 응답을 나타냄을 

알 수가 있다. 식(3)으로부터 )(zH N 의 주 수 응답

은 다음과 같이 표 된다.

  )()()()( wRwQwPwH N ⋅−=         (8)

여기서 )(wP , )(wQ 과 )(wR 는 각각

1)( =wP       (9a)

MwwQ ⎟
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2
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∑
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− ⋅⋅+=
L

n
nLL nwwR

1

cos)2()( αα       (9c)

과 같다.  식들로 부터 )(wH N 는 0=w 일 때의 

MAXFLAT 조건인 식(2a)와 식(2b)을 항상 만족함
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그림 1. 짝수차수 M 에 따른 
Mw )2/(sin1− 의 주 수 응답

을 알 수 가 있는데 이것은 )(wQ 로 인하여 

1|)( 0==wN wH  와 0|/)( 0=∂∂ =w
n

N
n wwH 이 되기 

때문이다. 더욱이 )(wH N 이 실수이고 칭 주 수 

응답을 가지므로 )(wH N 은 정확하게 제로 상 필터

임을 알 수가 있다. 한 )(wH N 의 임펄스 응답은 

역변환에 의해 선형 상 필터로 되므로 제로 상

으로 만들기 해서는 2/N  샘 만큼 왼편이동

(left-shifted) 되어야 한다. 식(8)로부터 )(wQ 에 따

른 다른 평탄  차단주 수 응답을 갖은 필터가 

2/M 개 존재함을 알 수가 있다. 이것은 그림1에서 

나타난 M 에 따른 )(wH N 의 진폭 응답을 가지고 

쉽게 설명되어 질수가 있다. 그림1에서 1)( =wR

(:all-pass response)일 때 )(wH N 의 평탄성과 역폭

은 M  값에 거의 비례함을 알 수가 있다. 따라서 

설계된 역통과 필터들이 제로 상과 역 이득 

특성을 갖는 것 외에도 0=w 와 π±=w 에서 

MAXFLAT와 차단주 수 cw 에서 날카로운 차단주

수 감쇠를 만족하는 M 과 )(wR  계수들에 한 

최  값들을 구하는 것이 매우 요하다.

Ⅲ. 제로 상과 역 역통과 응답특성을 갖는 

MAXFLAT FIR 필터 설계 

  MAXFLAT FIR 필터들이 제로 상과 역 이

득 특성 외에도 0=w 와 π±=w 에서 MAXFLAT

하고 차단주 수 cw 에서 날카로운 차단주 수 감

쇠를 갖도록 설계하기 해서 본 논문에서는 임의

의 차단주 수 cw 을 포함한 MAXFLAT 조건식들

을 바탕으로 )(wQ 의 차수인 M 을 구하기 에 식

(8)의 폐쇄형주 수공식으로 부터 1+L  개의 미지 

계수들인 },...,2,1,0|{ Lnn =α 을 주어진 L  과 cw 에 

해 M 에 한 일반 다항식들로 나타내었다. 마지

막으로, 최  M 과 },...,2,1,0|{ Lnn =α 의 값들은 

앞서 구한 일반해들을 통하여 수학 으로 그리고 

효율 으로 얻어진다.

  우선, 식(8)을 π±=w 의 MAXFLAT 조건식들인 

식(2c)와 식(2d)에 입하면, },...,2,1,0|{ Lnn =α 의 

일반해들을 얻기 한 L 개의 연립방정식들은 아래

의 공식들로부터 유도된다.
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여기서 )(wQ 과 )(wR 의 π±=w 일 때 미분 계수들

은 각각 다음과 같으며,
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1|/)( 00 =∂∂ ±= πwwwQ 과 1|/)( 00 =∂∂ ±= πwwwR

이고, 한 ( ) 는 아래와 같다.
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 식으로부터 1+L 개의 미지계수(unknown 

coefficients)인 },...,2,1,0|{ Lnn =α 을 갖는 L 개의 

연립 방정식을 유도할 수가 있으며, 그 결과 

},...,2,1|{ Lnn =α 로 표 되는 L 개의 미지계수들은 

라메타 M 과 0α  만으로 아래의 식과 같이 새로

운 일반해들로 정의할 수가 있다.
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⎪
⎪

⎨

⎧

=−−−

⋅−−+−−+

−=−+⋅−⋅−
=−+⋅

=

∑

∑
−

=

+

−

=

−

LnnLf

nLL

LnnLfLLn
nLfL

M

L

n

nL

L

n

nL

M

M

n

)},()1(2

)}1()1(1){12()1(21

1,...,3,2),()12()1(
1),1(2

1

1

0

1

2

1

0

0

α

α
α

α

    2≥Lfor     (13a)
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여기서 )(nfM 은 MAXFLAT 상수로 다음과 같다. 
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  식(13)은 알려진 L 에 하여 만약 0α 와 M 이 

주어진다면, L 개 미지계수인 },...,2,1|{ Lnn =α 는 

쉽게 구할 수가 있다는 것을 보여 다. 여기서 0α

의 일반해는 요구된 임의의 차단주 수를 갖은 필

터 설계에 필요한 식(2d)의 차단주 수조건에 의해 

구해진다. 식(13)을 식(2d)에 입하면, 0α 가 M , 

L 과 cw 로 표 되는 일반해는 다음과 같다.

⎭
⎬
⎫

−−−−−+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛=

+
−

=

−

∑ 1})cos()1{()(2

2
sin29205.0

2
1

1

1

0

c
nL

L

n
M

M
c

L

wnLnLf

w
λ

α

2≥Lfor  (14a)

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛⋅⋅
+

=
−

1
2

sin29205.0
)cos1(2

1
0

M
c

c

w
w

α
 

1=Lfor     (14b)

여기서 Lλ 은

∑
−

=

+−

+

−−+−−+

−+−++−=
1

2

1

1

)1}()cos()1{()12(

})1()1{cos(2cos)1(
L

n
c

nL

L
cc

L
L

nwnLLL

wLLLwλ
 (14c)

  의 식(13)의 결과 식으로 부터 L 개의 미지계

수인 },...,2,1|{ Lnn =α 는 라메타 M 과 0α 의 

계식으로 정의 할 수가 있으며, 과 식(14)로부터 

0α 는 라메타 M 과 주어진 차단 주 수 cw 의 

계식으로 표 되므로 결국 1+L 개의 미지계수들

인 },...,2,1,0|{ Lnn =α 는 주어진 L 과 cw 에 하

여 모두 라메타 M 의 계식으로 정의됨이 수학

으로 증명이 된다. 이러한 이유로 만약 라메타 

M 이 잘못 결정된다면 0α 가 잘못 결정되고 결국 

잘못된 },...,2,1|{ Lnn =α 을 얻게되어, 결과 필터의 

통과 역에서의 오버슈트(overshoot) 는 지 역

에서의 리 (ripple)이 발생하는 요한 원인이 된

다. 로서 그림 2는 2=L 과 12/7π=cw 이 주어질 

때 라메타 M 에 의해 결정된 0α 에 따른 진폭 

응답 )(wH N 들을 나타낸 것으로 주어진 L 과 cw

에 하여 MAXFLAT을 갖는 최  차수 M 에 따

른 최 의 0α 값을 결정하는 것이 요하다는 것을 

보여  이다. 따라서 임의로 요구된 차단주 수를 

갖는 제로 상의 역 역통과 FIR 필터가  

MAXFLAT 특성을 만족하는 최  차수 

LMN 2+=  는 M 을 갖기 해서는 최  라

메터 M 을 포함한 0α 의 최  값을 0α 의 다이나

믹 범 (dynamic range)내에서 구해야 한다.
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그림 2. 2=L 과 12/7π=cw 이 주어질 때, M 에 의한 

0α  에 따른 진폭응답 )(wH N
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  식(13)과 (14)에서 주어진 },...,2,1,0|{ Lnn =α 의 다

이나믹 범 (dynamic range)의 최  한계치를 

},...,2,1,0|{ Lnn =α 라고 가정하자. 이때 },...,2,1,0|{ Lnn =α

은 폐쇄형주 수함수인 식(8)을 π±=w 일때 MAXFLAT 

조건인 식(2c)와 식(2d)에 입한 미분방정식인 식

(10)과 식(11), 그리고 헤르미트 보간식(Hermite 

interpolation)에 의해 쉽게 구할 수가 있다 [3, 10].  

따라서 },...,2,1,0|{ Lnn =α 로 설계된 필터는 임의의 

차단주 수가 아닌 주어진 M 과 L  라메타에 의

해 확정된 차단주 수를 갖게 된다. 이것이 잘 알려

진 헤르미트 보간 문제이다[3]. 이때 필터는 주어진 

L 에 해 MAXFLAT을 갖는 최 차수 M 에 의

해 결정된 차단주 수에서 최 차수 LMN 2+=
을 갖는 MAXFLAT FIR 필터가 되며, 필터 계수 

},...,2,1,0|{ Lnn =α 는 임의의 차단주 수 조건을 갖

도록 설계된 },...,2,1,0|{ Lnn =α  계수들의 최  한

계치가 된다. 이때 앞에서 논의된 바와 같이 

},...,2,1|{ Lnn =α 과 },...,2,1|{ Lnn =α 은 각각 0α 와 

0α 으로 표 할 수 있으므로 를 0α 의 최  한계치 

0α  만으로 모든 계수의 최 한계치를 정의 할 수가 

있으며 다이나믹 범 (dynamic range)를 얻을 수가 

있다. 짝수차수 M 에 한 0α 의 최 한계치 0α 는 

식(10)와 식(11)의 미분 방정식들로부터 다음과 같다.

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
⋅=

L
LM

L

12/
2
1
20α          (15)

  여기서 식(15)는 ≤0α 0α 에 해 },...,2,1|{ Lnnn =≤ αα

을 만족하며, 0α 의 다이나믹 범 는 짝수차수 M

에 하여 00 >α 이므로 000 αα ≤≤ 을 갖는다. 그

러므로 opt,0α 를 0α 의 최  값이라 하고 optM 을 

opt,0α 을 한 최 차수라고 가정하면, opt,0α 도 

0,00 αα ≤≤ opt 의 범 를 갖는다. opt,0α 을 얻기 

하여 다음과 같이 새로운 오차함수(difference error 

function)를 정의하자.

000 ≥−= ααε             (18)

여기서 ε 는 양의 값을 갖으며, opt,0α 을 결정한다. 

주어진 식(16)의 ε 는 주어진 L 과 cw 에 하여 

M 의 함수로 표 됨을 식(13)과 식(15)으로 부터 

알 수가 있다. 식(16)을 사용하 을 때, 만약 ε 가 

최소 값(: opt,00min ααε −= ) 을 갖는 다면, 그 때 해

당하는 0α 는 opt,0α 이 된다. 그 때 MAXFLAT을 갖

는 최  차수 optM 은 opt,0α 에 존재하는 M 이 되며, 

결과 필터의 최 차수는 LMN opt 2+= 이 된다. 결

론 으로 opt,0α 와 LMN opt 2+= 을 이용, 식(13)으로

부터 최 필터 계수들을 구함으로서, 체 주 수

역에서 제로 상의 역 이득 응답을 갖는 역

통과 MAXFLAT FIR필터들을 설계할 수가 있음이 

증명된다. 를 들어 제로 상의 역 이득 응답

을 갖는 역통과 MAXFLAT FIR필터 설계 규격

이 2=L 과 12/7π=cw 로 주어질 때, 제안된 필터 

설계 방식에 따라 67078.0,0 =optα , 12=optM 과 

16=N 이 얻어지며, 해당 필터인 )(16 zH 의 주 수 

응답은 그림2의 실선에 해당된다. 그림 3은 식(14)와 

식(15)를 사용하 을 때 주어진 L 과 cw 가 주어질 

때 M 에 따른 0α , 0α 과 opt,0α 의 자취를 그래 로 

나타낸 것이다. 이 그림에서 주어진 cw 에 해 단 

한 개의 opt,0α 이 존재함을 알 수가 있으며, opt,0α 의 

값은 역 역통과 차단주 수 크기에 비례함을 

알 수가 있다. 마지막으로 제안된 방식에 따른 필터

설계 과정을 단계 으로 요약하면 아래와 같다.

① 식(14)으로 부터 주어진 L 과 cw 에 하여 0α 을 

구한다.

② 식(15)으로 부터 0α 을 구한다.
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그림 3. 주어진 cw 에 한 opt,0α  값 ( 2=L )
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③ 식(16)으로 부터 minε  되는 opt,0α 를 구한다.

④ opt,0α 에 있는 optM 을 구한다.

⑤ 식(13)으로 부터 },...,2,1|{ , Lnoptn =α 을 구한다.

  여기서 },...,2,1,0|{ , Lnoptn =α 는 opt,0α 에 의해 구

해진 최  필터 계수이다.

Ⅳ. 필터 설계

  본 에서는 제안된 설계 방식을 바탕으로 제로

상의 역 이득 응답을 갖는 역통과 

MAXFLAT FIR필터를 구 하여 설계의 타당성을 

입증하고자 한다.

[설계 1]

  MAXFLAT FIR필터 설계 규격이 1=L 과 

,8/5,12/7 ππ=cw 6/5,3/2 ππ  [rad/s]로 주어

질 때, 1=L 을 갖는 폐쇄형 달함수는 역폭

을 갖는 역통과 필터 설계에서는 매우 합하다. 

필터는 매우 간단하며 설계 한 빠르게 할 수가 

있다. 주어진 조건인 1=L 일 때 )(wR 는 차수가 2

인 짝수일 때 식(9c)로부터 

wwR cos2)( 01 αα ⋅+=      (17)

  표 1은 주어진 1=L 와 cw 에 따라 설계된 제로 

상의 역 역통과 MAXFLAT FIR 필터들의 

라메타들을 구한 것이다. 를 들어 8/5π=cw 일 

때,  35662.1,0 =optα , 12=optM and 14=N 이 구해지

며, 최종 필터 )(14 wH 는 다음과 같이 얻어진다.

)cos71324.271324.3(
2

sin1)(
12

14 wwwH ⋅+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  (18)

표 1. 설계 제1에 한 규격과 최  라메터 값

Specifications Cutoff point cw
12/7π 8/5π 3/2π 6/5π

Maximum degree N 10 14 18 72

Optimal degree optM 8 12 16 70

Maximum limit 0α 1 1.5 2.0 8.75

Key parameter opt,0α 0.5808 1.35662 1.9173 8.60961

Filter coeff. opt,1α 2.1616 3.71324 4.8346 18.21922

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-200

-150

-100

-50

0

A
m

pl
itu

de
 [d

B]

Normalized Frequency [rad/s]

 
12
7π

=cw

 
8

5π
=cw

 
3

2π
=cw

 
6

5π
=cw

Am
pl

itu
de

Normalized Frequency [rad/s]

그림 4. 1=L 일 때 cw 에 따른 진폭응답 )(wH N

  그림 4는 표 1의 최  라메타 값들에 의한 필

터 진폭 응답 )(wH N 을 나타낸 것이다. 표와 그림에

서 나타낸 바와 같이 설계된 제로 상의 역 이

득 응답을 갖는 역통과 MAXFLAT FIR필터들은 

통과 역과 지 역에서 MAXFLAT 특성과 천이

역에서 250dB 이상의 가 른 차단주 수 감쇠 

특성을 갖고 있음이 증명되었다.

[설계 2]

  MAXFLAT FIR필터 설계 규격이 2=L  and 

6/5,3/2,8/5,12/7 ππππ=cw  [rad/s]로 주어

질 때, 에서 언 한 바와 같이 주어진 2=L 에 

따른 )(wR 는 차수가 4인 짝수 경우 다음과 같다.

wwwR 2cos2cos2)( 012 ααα ⋅+⋅+=      (19)

  표 1은 주어진 2=L 와 cw 에 따라 설계된 제로 

상의 역 역통과 MAXFLAT FIR 필터들의 

최  라메타들을 구한 것이다. 를 들어 

8/5π=cw 일 때 3956.1,0 =optα , 16=optM  그리고 

20=N 이 구해졌으며, 구해진 최종 필터 )(20 wH 는 

다음과 같다.

)2cos7913.2

cos1650.153738.13(
2

sin1)(
16

20

w

wwwH

+

+⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

(20)

  그림 5는 표 2의 최  라메타 값들에 의한 필

터 진폭 응답 )(wH N 을 나타낸 것이다. 표 2에서 차
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단주 수 cw 가 증가 할수록 opt,0α 와 해당되는 최

한계치 0α 도 증가하는 것을 알 수가 있다. 표와 

그림에서 나타낸 바와 같이 2=L 일 때 설계된 제

로 상의 역 이득 응답을 갖는 역통과 

MAXFLAT FIR필터들은 앞서 언 한 1=L 일 때

와 마찬가지로 통과 역과 지 역에서 MAXFLAT 

특성과 천이 역에서 250dB 이상의 가 른 차단주

수 감쇠 특성을 나타내고 있음이 증명되었다. 그

림 4와 그림 5를 비교해 보면 동일한 차단 주 수

를 가질 때 진폭 응답을 비교해 보면 2=L 일 때 

)(wH N 의 진폭은 응답이 1=L 일 때 보다 더 나은 

MAXFLAT 와 가 른 차단주 수 감쇠 특성을 갖

는 다는 것을 알 수가 있다. 

표 2. 설계 제2에 한 규격과 최  라메터 값

Specifications
Cutoff point cw

12/7π 8/5π 3/2π 6/5π
Maximum degree N 16 20 26 106

Optimal degree optM 12 16 22 102

Maximum limit 0α 1.3125 2.25 4.125 82.875

Key parameter opt,0α 0.67078 1.3956 3.1651 78.166

Filter coeff. opt,1α 4.1831 7.5825 15.4105 325.414

Filter coeff. opt,2α 8.0247 13.3738 25.4907 495.496
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그림 5. 2=L 일 때 cw 에 따른 진폭응답 )(wH N

Ⅴ. 결 론

  일반 으로 기존의 선형 상을 갖는 MAXFLAT 

FIR 필터 설계 방법들은 폐쇄형 달함수의 특성으

로 인하여 하  주 수 역 ( 2/0 π≤≤ w )에서 이

득 응답을 갖는다는 것이 잘 알려진 사실이다 [10]-[14]. 

더욱이 주 수 역에서 MAXFLAT과 선형 상 

특성에도달하기 해 그들의 부분은  MAXFLAT 

‘진폭' 응답을 얻기 하여 비선형 방법들처럼 체비

셰  놈과 메즈 교환법(Remez exchange)을 이용

한 '진폭' 추정 방식을 사용하 다
[10,13,14]. 그 결과 

설계 필터들은 지 역에서의 리  에러, 완만한 

차단감쇠, 상  그룹지연 그리고 부정확한 차단

주 수와 같은 문제 들이 나타났다. 

  본 논문에서는 제로 상과 역 이득 응답을 

갖는 MAXFLAT FIR 역통과 필터 설계를 한 

새로운 수학 인 폐쇄형 달함수를 새롭게 제안하

으며, 제안된 제로 상의 역 폐쇄형 달함

수는 폐쇄형 주 수함수를 통하여 임의의 차단 주

수 라메터을 포함한 MAXFLAT 조건들로 부터 

새롭게 유도한 일반화한 필터 계수 공식들로 쉽게 

실 됨이 증명되었다. 결론 으로 제안된 설계 기술

은 제로 상과 역 이득 응답을 갖는 

MAXFLAT FIR 역통과 필터 실 이 가능하며, 

설계된 필터들은 모두 250dB 가 넘는 최  차단 

감쇠를 갖는 것을 알 수가 있었다. 
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