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요   약

이 논문은 maximum a posteriori (MAP) 비트 검출(bit detection)의 비트 오류 확률 (bit error probability: 

BEP)과 비트 최소 평균 제곱 오류(bit minimum mean square error: bit MMSE)사이의 관계를 유도한다. BEP는 

bit MMSE의 1/4 보다 크고 1/2보다 작음을 유도한다. 이 결론을 이용하면 bit-linear linear-dispersion (BLLD) 부

호를 적용한 다중 입출력 (multiple-input multiple-output: MIMO) 통신 시스템에서 가우시안 채널의 mutual 

information의 미분 값의 하한과 상한을 BEP로부터 얻을 수 있고 나아가서 mutual information의 하한과 상한을 

구할 수 있다.
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ABSTRACT

In this paper, we derive the relationship between the bit error probability (BEP) of maximum a posteriori 

(MAP) bit detection and the bit minimum mean square error (MMSE), that is, the BEP is greater than a 

quarter of the bit MMSE and less than a half of the bit MMSE. By using this result, the lower and upper 

bounds of the derivative of the mutual information are derived from the BEP and the lower and upper bounds 

are easily obtained in the multiple-input multiple-output (MIMO) communication systems with the bit-linear 

linear-dispersion (BLLD) codes in the Gaussian channel.
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Ⅰ. 서 론

오류 확률과 최소 평균 제곱 오류 (minimum mean 

square error: MMSE)는 통신시스템의 성능 분석에 

있어 아주 중요한 성능기준으로 고려된다. 특히, 대부

분의 디지털 통신시스템에서의 성능은 비트로 측정되

고 따라서 비트 오류 확률 (bit error probability: 

BEP)과 메시지 비트의 MMSE는 더욱 중요해진다. 

다중 입출력 (multiple-input multiple-output: MIMO) 

통신시스템의 BEP는 폭 넓게 연구되어 왔으며 N. 

Chayat와 S. Shamai
[1]은 이진 대칭 분포 송신신호

의 수신 단에서의 maximum-likelihood estimator의 

평균 제곱 오류(mean square error)와 MMSE의 관

계를 얻었다. 

이와 더불어 mutual information도 통신시스템의 성

능 측정에 이용된다. 하지만 MIMO 시스템의 mutual 

information을 구하기는 매우 어렵다. Telatar
[2], 

Foschini와 Gans
[3]는 가우시안 채널에서 MIMO 시
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스템의 용량 (즉 maximum mutual information)을 

구하였고 Guo, Shamai와 Verdú[4]는 가우시안 채널

에서 mutual information과 MMSE 사이의 관계를 

찾아냈다. 

이 논문에서는 임의의 부호화와 변조 기법에 대

해  maximum a posteriori (MAP) 비트 검출의 비

트 오류 확률을 고려하는데 이를 그냥 BEP로 나타

내고 비트를 추정하면서 발생하는 MMSE를 bit 

MMSE로 표시한다. 이 표기를 사용하여 BEP는 bit 

MMSE의 보다 크고 bit MMSE의 보다 작다

는 결과가 유도된다. 이 결과로부터 BEP와 bit 

MMSE중에서 하나를 알면 다른 하나의 하한과 상

한을 쉽게 구할 수 있다. 

Bit-linear linear-dispersion (BLLD) 부호
[5]는 메시

지 비트와 출력 부호어 사이에 선형관계가 존재한다. 

위의 BEP와 bit MMSE사이의 관계와 [4]의 mutual 

information과 MMSE사이의 관계를 이용하여 BLLD 

부호를 적용한 MIMO 시스템의 mutual information

의 미분 값의 하한과 상한이 BEP로부터 유도된다. 

위의 결과로부터 알 수 있는 바와  같이 BEP로부터 

mutual information의 범위를 구할 수 있다. 

이 논문에서는 다음과 같은 표기를 사용한다. 대

문자는 행렬을 나타내고, 밑줄은 벡터를 표시하고, 

강조 문자는 확률 변수를 의미한다. ⋅는 전치행

렬을, ⋅†는 복소 공액 전치행렬을, ⋅는 복소 

공액을 나타낸다. 또한 ⋅는 행렬의 Frobenius 놈

을, ⋅는 주어진 행렬의 열벡터 화를 의미한다. 

그리고  ⋅는 행렬의 대각 합을, ⋅와 

⋅는 각각 복소수의 실수부와 허수부를 나타내

고 ⋅는 확률 변수의 결합 분포에 대한 기대값

을 의미한다.

이 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. BEP와 

bit MMSE 간의 관계가 II절에서 유도되고, III절에

서는 BLLD 부호를 적용한 MIMO 시스템의 

mutual information의 미분 값의 하한과 상한이 

BEP로부터 유도된다. 마지막으로 IV절에서는 결론

을 맺는다.

Ⅱ. MAP 비트 검출의 BEP와 Bit MMSE 

MIMO 통신시스템에서 송수신 안테나의 개수를 

각각 와 이라 하자. 


 




⋯



를 독립적

인 비트 ∈로 이루어진 메시지 벡터라 하

고 


 


를 그 함수 값이  × 열벡터인 전단사 함

수라 하자. 이 절에서는 채널 상태 정보를 수신 단

에서 완벽히 안다고 가정한다. 이를 이용하여 

MIMO 통신시스템의 출력 신호는 다음과 같이 쓸 

수 있다.












 (1)

여기서 는 결정된  ×  채널 행렬을 나타내

고, 


은 0이 아닌 유한 전력을 갖는 원소들을 갖는 

 × 열벡터이고 메시지 벡터 


와는 독립이다. 또

한 는 신호 대 잡음비 (signal-to-noise ratio: SNR)

를 나타낸다. 

MAP 검출은 사후 확률 질량 함수 (posterior 

probability mass function)를 최대로 하는 다음과 

같은 를 선택한다. 




 

 






  ⋯

이 논문에서는, 는 이진 신호이고 MAP 비트 

검출이 사용된다고 가정한다. 이를 이용하여 BEP는 

다음과 같이 나타낼 수 있다.


 







  




 ∈

±


 ≠


 (2)

다음으로 새로운 성능 측정의 척도인 bit MMSE

를 정의한다.

정의 1: Bit MMSE는 하나의 bit 를 추정하는데 

사용되는 MMSE로서 다음과 같이 정의된다. 

  







여기서 



는 bit MMSE의 추정치로서 다음

과 같이 정의된다.





 


 
 ∈

±








□

식 (1)에서 정의된 다중이진 입력들을 갖는 

MIMO 시스템에서 bit MMSE는 다음과 같다.
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 


















여기서 






  







⋯





 
  

 이

다. 이를 이용하여 MIMO 시스템에 대한 BEP와 bit 

MMSE 간에 다음과 같은 관계가 유도될 수 있다.

정리 1: 식 (1)에서 정의된 MIMO 시스템에 대해 

MAP 비트 검출의 BEP와 이진 메시지 벡터 


의 

bit MMSE는 다음의 관계들을 갖는다.




 

 



 (3a)

lim
→ 


 




lim
→ 

 (3b)

lim
→∞


 




lim
→∞

 (3c)

증명: 
 ∈를 다음을 만족하는 



의 결정 

영역이라 하자.


 






 









그러면 식 (2)의 BEP는 다음과 같이 다시 쓸 수 

있다.


 





  








∈ 
 








∈
 



 




  








































(4)

또한 bit MMSE 추정치는 다음과 같다. 







 

































 ⋯

따라서 bit MMSE는 다음과 같이 유도될 수 

있다.








  





































  








































































  

 





































































(5)

 

이제  




라 하고  
 





하자. 
 ∈ 영역에서  이므로 

다음과 같은 부등식을 얻는다.




 







 














 








(6)

이를 식 (4)～(6)을 이용하여 표현하면 다음과 같

은 부등식을 얻는다.




 

 





가 0에 가까워질 때, 는 
영역에서 1에 

가까워진다. 또한 가 무한대로 갈 때, 는 


영역에서 0에 근사한다. 이를 정리하면 다음을 얻을 

수 있다.

lim
 → 


 




lim

 → 



lim
→ ∞


 




lim

 → ∞

      □

 일 때, 
  이고   이므로 

BEP가 bit MMSE의 절반임을 확인하는 것은 쉽다. 

정리 1로부터 BEP (혹은 bit MMSE)의 하한과 상

한은 bit MMSE (혹은 BEP)로부터 유도될 수 있

다. 정리 1에서 구해진 관계를 보여주는 두 가지의 

간단한 예를 찾을 수 있다. 
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그림 1. 가우시안 채널에서 SISO 시스템에 대한 BEP와 bit 
MMSE 간의 관계

그림 2. 가우시안 채널에서 Gray 부호화된 16QAM SISO 
시스템에 대한 BEP와 bit MMSE 간의 관계

첫째, 평균이 0이고 분산이 1인 가우시안 채널 

∼에서의 각 입력이 같은 확률로 발생되는 

이진 메시지 비트가 입력인 단일 입출력 

(single-input single-output: SISO) 시스템인 

를 생각할 수 있다. 이 경우 bit MMSE

는 [4]에서 주어진 MMSE와 같다.

  
∞

∞










 

BEP는 
  로 주어진다. 여기서 

 


 


∞







이다. 그림 1은 이 SISO 시

스템에 대한 BEP와 bit MMSE 간의 관계를 보여준

다. 이로부터 정리 1에서의 부등식을 확인할 수 있

다. 다음으로 또 다른 SISO 시스템  




을 고려한다. 여기서 ⋅는 4 비트 메시지에 대한 

복소 전단사 함수이고 Gray 부호화된 16QAM 사상

기이다. 또한 은 평균이 0이고 분산이 1인 복소수 

가우시안 확률 변수이다. 평균 전송 전력을 1이라고 

가정하여 Monte Carlo 방법의 모의실험을 통하여 

그림 2에서와 같이 BEP와 bit MMSE의 값을 볼 

수 있다. 이 사실 또한 정리 1의 관계를 만족함을 

알 수 있다.

Ⅲ. BLLD 부호의 Mutual Information

지금까지 MIMO 시스템의 BEP에 대한 많은 연

구 결과들이 도출되었지만 MIMO 시스템에 대한 

mutual information의 유도는 매우 어렵다. 이 절에

서는 BLLD 부호가 사용될 때의 MIMO 통신시스

템에 대한 mutual information의 미분 값의 하한과 

상한을 구한다. 

개의 송신안테나와 개의 수신안테나를 갖는 

MIMO 시스템을 고려한다. ∈ℂ
×

과 ∈ℂ
×

을 각각 송수신 신호 행렬이라 하고, 를 각 신호 

행렬의 심볼 주기라 하자. 또한 ∈ℂ
× 는 채널 

행렬로서 수신 단에만 알려져 있다고 가정하고  

심볼 주기의 블록 안에는 일정하고 블록들 간에는 

독립적으로 변한다고 가정한다.

가우시안 채널에서의 MIMO 시스템은 다음과 같

이 표현할 수 있다.

 (7)

여기서 의 각 원소들은 평균이 0이고 각 차원

당 0.5의 분산을 갖는 독립적이고 동일한 분포를 

갖는 (i.i.d) 순환 대칭 복소 가우시안 확률 변수이

다. 의 각 원소는 이고 마찬가지로 평균이 0이

고 차원당 0.5의 분산을 갖는  i.i.d 순환 대칭 복소 

가우시안 확률 변수이다. 

[5]에서 정의된 BLLD 부호는 다음과 같다.

ℭ  
  




 ∈±  ⋯

(8)

여기서 ∈ℂ
×

는 확산 행렬이고 메시지 비트 

는 같은 확률로 발생한다.

′ ⋯
 라 하고 



  ⋯

라 하자. 그러면 식 (7)의 MIMO 

시스템은 다음과 같이 다시 쓸 수 있다.
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 ′




여기서 





 





, 





 





 그리고 




 


′

′
이라 하자. 이 표기를 사용하면 위의 

시스템은 다음과 같이 표현할 수 있다.









 (9)

이러한 시스템 모델은 정리 1에서 구한 BEP와 

bit MMSE 사이의 관계를 만족한다.







 

 








(10a)

lim
→


 




lim
→



 (10b)

lim
→∞


 




lim
→∞



 (10c)

여기서 

≝를 의미한다. 




를 추정하는 MMSE는 









 이고 

식 (9)에서 결정적인 에 대한 


와 


의 mutual 

information은 의 함수로서 다음과 같이 주어진다.










  

따라서 [4]로부터 단위가 비트인 mutual 

information과 


의 MMSE는 입력에 상관없이 다

음의 관계를 만족시키는 것을 알 수 있다.




 










 (11)

여기서는 잡음 벡터 


의 각 원소가 평균이 0이

고 분산이 0.5인 가우시안 확률 변수이기 때문에 

[4]의 관계식에서 MMSE 앞에 이 없다. 식 (10)

과 (11)을 이용하면 BLLD 부호를 사용한 MIMO 

시스템의 mutual information과 BEP는 다음의 정리

를 유도할 수 있다.

정리 2: 
  



를 확산 행렬 ∈ℂ
 ×

 

≤≤에 대한 BLLD 부호라 하고 를  심볼 

동안 전송된 메시지 비트의 개수라 하자. 확산 행렬 

가 다음의 조건들을 만족한다고 가정하자. 


† ≤≤ (12a)


†

† ≤≤ (12b)

여기서 는 일정한 양의 준정부호 행렬이다. 식 

(7)에서 결정된 행렬 로 한정하면 MIMO 시

스템에 대해 와 의 mutual information과 MAP 

비트 검출에 대한 BEP 사이의 관계를 다음과 같이 

유도할 수 있다.






  (13a)

여기서 ≝⋅ †
이다. 

또한

lim
 → 



  lim

 → 

      (13b)

lim
 → ∞




   lim

 → ∞

    (13c)

증명: 미리 정의된 와 


를 이용하면 


의 

MMSE는 다음과 같이 주어진다.
















  


  









행렬 가 다음의 조건을 만족하면 



 , (14)
















⋅


을 

얻을 수 있다. 여기서 이고 는 항등 행렬을 

나타낸다. 식 (10a)～(10c)와 (11)로부터 식 (13a)～

(13c)에서의 mutual information과 BEP 사이의 관계

를 얻는다. 따라서 식 (12a)와 (12b)가 만족될 때 식 

(14)가 성립함을 보이면 된다.  
  ′

†
 ′이므

로  ′
†
 ′을 다음과 같이 생각할 수 있다.
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그림 3. QPSK 변조를 사용한 Alamouti STC에 대한 
mutual information의 미분과 BEP 간의 관계

 ′
†
 ′ ⋯

 
†

⋅⋯
 















†
 ⋯ 

†


⋮ ⋱ ⋮




†⋯ 


†

















†


† ⋯ 


†


†
⋮ ⋱ ⋮



†


†⋯




†


†

이 행렬에서 각 원소는 다음의 성질을 갖는다.


†


†  
†


†    





  


  

 
†


† ≤≤

따라서 다음을 얻을 수 있다.

 
†


†







†


†
†


†







†
† † ≤≤

식 (12a)와 (12b)로부터 

 ′

†
 ′  

 †⋅이므로 이 정리는 증명된다.         □

정리 2로부터 조건 (12a)과 (12b)를 만족시키는 

BLLD codes에 대하여 mutual information의 하한

과 상한을 BEP로부터 쉽게 구할 수 있다는 것을 

알 수 있다. 

정리 2를 확인할 수 있는 두 가지 예는 다음과 같다. 첫

째, BPSK나 QPSK를 사용한 단일 안테나 시스템을 고려한

다. BPSK의 경우에 대해 이고  †이고 QPSK

의 경우에 대해 
 , 

 이고 


†, 

†, 
†

†이다. 

따라서 확산 행렬들이 정리 2의 식 (12a)와 (12b)의 조

건들을 만족한다.

둘째, Kim, Kang과 No [6]에 의해 정의된  다

음과 같이 표현할 수 있는 homogeneous 직교 시공

간 블록 부호 (orthogonal space-time block code: 

OSTBC) ℒ를 고려한다.

ℒ  
  





여기서 ∈ℝ, ∈ℂ
×

이고  ⋯이다. 

또한 
†

  




⋅을 만족하는데 [7, II]에서 

OSTBC의 성질로부터 이는 다음과 같은 결과와 등

가하다는 것을 알 수 있다.


†  ≤≤


†

†  ≤≤

여기서 는 homogeneous OSTBC의 형태에 의해 

결정되는 상수이다. BPSK나 QPSK가 사용될 때 

homogeneous OSTBC는 BLLD 부호가 되고 정리 2

의 식 (12a)와 (12b)를 만족시킨다. 따라서 BPSK나 

QPSK를 사용하는 homogeneous OSTBC는 정리 2

에서의 부등식 (13a). (13b), 그리고 (13c)를 모두 만

족시킨다. 그림 3은 QPSK 변조를 사용한 Alamouti 

부호 [8]에 대한 식 (13a)의 세 가지 항을 보였는데 

이는 식 (13a)의 부등식을 만족하고 또한 하한과 상

한이 각각 낮은 SNR과 높은 SNR영역에서 상당히 

타이트함을 알 수 있다.

Ⅳ. 결 론

이 논문에서는, 임의의 부호화와 변조 기법에 대

한 MIMO 통신시스템에 대한 bit MMSE를 정의하

고 BEP와 bit MMSE 사이의 관계를 유도하였다. 

그래서 BEP와 bit MMSE중에서 하나를 알면 다른 

하나의 하한과 상한을 쉽게 구한다. 이 결과를 이용

하여 BLLD 부호를 사용한 MIMO 시스템에서 그것

의 확산 행렬이 특정한 조건을 만족할 때, mutual 

information의 미분 값의 하한과 상한을 BEP에 관

하여 나타내고 이로부터 mutual information의 하한

과 상한을 쉽게 얻는다. 
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