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다  정규화 매개 변수를 이용한 

혼합 norm 상 복원 방식
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요   약

본 논문에서는 다  정규화 매개 변수를 이용한 혼합 norm 상 복원 방식을 제안한다. 임의의 분포를 갖는 

첨가 노이즈를 효율 으로 제거하기 해 정규화 완화   함수와 정규화 완화   함수를 결합한 새로운 혼합 

norm 정규화 완화 함수가 유도된다. 각 완화 함수의 완화도를 제어하기 해 개별 인 정규화 매개 변수가 정의

되고, 정규화 완화   함수와 정규화 완화   함수의 상  기여도를 제어하기 한 혼합 norm 정규화 매개 변

수가 kurtosis를 이용해 정의된다. 안정 인 해를 얻기 해 반복기법이 사용되었으며, 이들의 수렴 여부가 분석되

었다. 다양한 분포를 갖는 첨가 노이즈가 실험에 사용되었으며, 이를 통해서 제안된 방식의 성능을 평가할 수 있

었다.
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ABSTRACT

In this paper, we propose an iterative mixed norm image restoration algorithm using multi regularization 

parameters. A functional which combines the regularized  norm functional and the regularized  norm 

functional is proposed to efficiently remove arbitrary noise. The smoothness of each functional is determined by 

the regularization parameters. Also, a regularization parameter is used to determine the relative importance 

between the regularized  norm functional and the regularized  norm functional using kurtosis. An iterative 

algorithm is utilized for obtaining a solution and its convergence is analyzed. Experimental results demonstrate 

the capability of the proposed algorithm.
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Ⅰ. 서  론

디지털카메라, 캠코더  스캐 와 같은 디지털 

상 획득 장치에 의해 얻어진 상은 일반 으로 

원 상과 일치하지 않는다. 그것은 원 상의 훼손된 

복사본과 같다. 훼손의 요인은 주어진 상황에 따라 

다양하다. 상 복원이란 이 게 훼손된 상으로부

터 최 한 원 상에 가까운 상을 추정해내는 것

을 말한다. 훼손된 상으로부터 요구되는 정보를 

충분히 얻어낼 수 없다면, 해당 상은 무의미하다. 

그러므로 상 복원은 필수 으로 요구되는 분야이

다. 의료 상  인공 성에 의해 획득된 상의 
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독  화질 개선  압축으로 인해 훼손된 상

의 만족스런 화질 보장을 한 화질 개선등이 상

복원의 활용 이다[1]. 

상 복원 문제는 상 훼손 상에 한 모델링

에서부터 시작한다. 임의의 M×N 크기 상은 단

일 움직임, 상 획득 시스템의 의 부정확성, 

기 산란 상  기타 상으로 인해 열화되며, 

송  장 과정에서 발생하는 노이즈에 의해 더

욱 상 화질은 훼손되게 된다. 이와 같은 상 훼

손 상은 식 (1)과 같이 모델화된다
[1].

                    (1)

식 (1)에서 y,x,n은 스택 순서로 재배열된 

MN×1 크기 벡터로 각각 훼손 상, 원 상  첨

가 노이즈를 나타내며, H는 MN×MN 크기의 PSF 

(Point Spread Function)을 표 하는 행렬을 나타낸

다. 행렬 H는 공간 불변 는 공간 변화 훼손을 

나타낼 수 있다.

상 복원 문제를 표 하기 해 일반 으로 

MSE (Mean Squared Error) norm 방식이 사용되어 

왔다
[1-2]. MSE 방식은 LMS (Least Mean Squared) 

방식의 결과로 유도 가능하다. 이와 같이 LMS 방

식을 상 복원 문제를 표  는 근하기 해 

주로 사용하는 이유는 LMS 방식이 수학 으로 다

루기 쉽고, 첨가 노이즈가 가우시안 분포를 갖는 경

우 최 화된 결과를 얻기에 용이하기 때문이다.

수많은 응용 분야에서 첨부 노이즈는 비가우시안 

는 다양한 노이즈의 결합된 형태를 취할 수 있으

며, 이와 같은 경우, 2차 이상의 고차 norm을 응 

필터 과정에 용하 다
[3-5]. 더불어, 상 복원 문

제에 LMS와 LMF (Least Mean Fourth)를 결합시

킨 방식을 용한 결과를 통해 특정 첨가 노이즈 

환경에서 LMF 방식이 LMS 방식보다 우월한 성능

을 보임이 입증되었다
[6].

본 논문에서는 정규화 완화 l 2
 함수  정규화 

완화 l 4
 함수를 결합시킨 혼합 norm 상 복원 방

식을 제안한다. 각 함수의 완화도를 제어하기 해 

함수별 정규화 매개 변수를 정의했으며, 정규화 l 2
 

함수와 정규화 l 4
 함수에 한 상  기여도를 제

어하기 한 혼합 norm 정규화 매개 변수를 정의하

다.

본 논문은 다음과 같이 구성되어 있다. 2장에서

는 제안된 다  정규화 매개 변수를 이용한 혼합 

norm 상 복원 방식에 해 제안한다. 한, 혼합 

norm의 상  기여도를 결정하기 해 사용되는 

kurtosis 함수에 해 고찰한다. 3장에서는 반복 

상 복원 기법에 해 설명하며, 수렴 조건에 한 

분석에 해 기술한다. 4장에서는 정규화 매개 변수

들의 결정 방식에 해 기술하며, 마지막으로 5장 

 6장에서는 실험 결과  결론에 해 기술한다.

Ⅱ. 다  정규화 매개변수를 이용한

혼합 norm 복원 방식

불량조건(ill-posed condition)을 포함하는 상 

복원 문제를 해결하기 해 정규화 기법이 리 연

구되어 왔다. CLS (Constrained Least Square) 방식

은 상은 일반 으로 완만하다는 사 정보를 제약

조건으로 사용하기 해 정규화 기법을 도입한 방

식이다. 하지만 이 방식 한 LMS 방식으로 이루

어져 있으므로 비가우시안 분포를 갖는 첨가 노이

즈에 해 비효과 이다. 특히 일반 인 경우, 첨가 

노이즈는 uniform, Cauchy  다양한 분포를 갖고 

있으므로 CLS 기법을 일반 응용 분야에 용하기

에는 한계가 있다.

  이미 기술된 바와 같이 비가우시안  가우시

안 분포를 갖는 첨가 노이즈에 의해 훼손된 상을 

효과 으로 처리하기 해서 LMS와 LMF가 결합

된 방식이 효과 임을 알 수 있다. 이를 반 한 함

수를 식 (2)와 같이 정의한다.

    
  

   (2)

 식에서 ∙  ≦  ≦ 은 M 1(x)  

M 2(x)의 상  기여도를 제어하는 혼합 norm 정

규화 변수이며, M 1(x)  M 2(x)는 다음과 같이 

정의된다.


  ∥ ∥

  
∥∥




  ∥ ∥

  
∥∥


(3)

식 (3)에서 ∥∙∥는 l p norm을 의미하며, C는 

고주  통과 필터를 나타낸다. 한, 식 (3)의 
 

 
는 M 1(x)  M 2(x)의 완화도를 제어하

는 정규화 매개 변수를 의미한다.

LMS  LMF의 성능은 참고문헌 [3-6]에서 이

미 비교  분석되었다. 즉, sub-Gaussian 분포를 
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갖는 신호에 해 LMF 방식이 LMS 방식보다 성

능이 우월한 반면, 첨가 노이즈가 super-Gaussian 

분포를 갖는 신호에 해 LMS 방식이 LMF 방식

보다 성능이 우월하다. 이와 같은 특성에 따라 식 

(2)에서는 첨부 노이즈가 super-Gaussian일 때 

M 2(x) 함수가 무시될 수 있도록  ≈임이 바

람직스러우며, 첨부노이즈가 sub-Gaussian에 해서

는 M 1(x) 함수가 고려되지 않도록  ≈이 바

람직스럽다. 반면에 혼합 노이즈인 경우 이 

M 1(x)  M 2(x)를 효과 으로 제어할 수 있도록 

결정되어야 한다. 하지만 부분의 응용 분야에서 

첨가 노이즈 분포는 알려져 있지 않으므로 는 

이용 가능한 정보로부터 측되어야 한다.

임의의 신호에 한 가우시안 정도는 kurtosis로

부터 결정할 수 있으며, 이것으로부터 유도된 랜덤 

변수 r에 해 가우시안 정도는 식 (4)와 같다[6].

 



∥∥

  



∥∥

  (4)

식 (4)에서 정의된 kurtosis는 가우시안 신호에 

해 ‘0’인 값을, super-Gaussian에 해 양의 값을, 

sub-Gaussian 신호에 해 음의 값을 갖게 된다.

Ⅲ. 반복 해  수렴 조건  

3.1 반복해

본 논문에서는 식 (2)에서 정의된 혼합 norm 함

수를 최소화하기 해 steepest-descent 방식을 용

하 다. 를 x에 해 gradient를 취한 결과는 

다음과 같다.

∇       


 ∇
∥∥

       


  ∇
∥∥

   

(5)

식 (5)에서 ∇
 ≃  ∇

 ≃ 이므로 분

석 과정에서 고려하지 않아도 된다. 복원 상을 얻

기 해 successive approximation 방식을 식 (5)에 

용하면 반복해는 식 (6)과 같이 기술될 수 있다.

 
 

    
  






  
  




 

(6)

식 (6)에서 는 수렴 속도  수렴성을 보장하는 

이완 매개 변수이다. LMS  LMF의 상  기여

도를 제어하는 혼합 norm 정규화 매개 변수, 

는 반복해에서 측된 첨부 노이즈에 의해 결정되

므로 식 (6)은 다음과 같이 표 될 수 있다.

 
 

   
 

  





 


 
  







 
   

 


 





  
 









(7)

식 (7)에서 I는 주 각 성분이 ‘1’인 단  행렬을 의

미하며, P (x)  Q(x)는 MN×MN 크기의 각 행렬

로서 각 성분은 P(x k) i, i=(y i-(Hx k) i)
2  

Q(x k) i, i=( (Cx k) i)
2을 의미한다.

3.2 수렴성  수렴 조건 

반복 기법이 수렴하기 한 의 조건을 찾기 

해 contraction mapping theorem을 이용한다. 식 

(7)의 연속된 두 반복해인  ,  의 차는 식 (8)

과 같이 정리될 수 있다.

 
 

 
  

  
  

 




  
 

 


  
 

 




  
 

  


  
 

 




  
 

 


  
 



(8)

식 (8)에서 


  
, 


  

,

 


  


, 


  


,

 


  


, 


  



. 비

선형 인자 


 


 


 


 


  




는 다음과 같이 선형화 될 수 있다[7].




  
 

 ≈





  





  
 

 ≈





  





  
 

 ≈





  





  
 

 ≈





  





  
 

 ≈





  





  
 

 ≈





  


(9)

식 (9)에서 



 




 




 J Θ

4
(x k ) 

J Θ
5
(x k )  J Θ

6
(x k )는 Jacobian 행렬을 의미한다. 

식 (9)를 이용해 식 (8)은 다음과 같이 간단히 정리

될 수 있다.
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(10)

그러므로 contraction mapping theorem에 의해 

반복 기법이 수렴하기 한 조건은 식 (11)과 같다.

∥   
 




 


 



∥ 

(11)

식 (11)에서   
 







+2α 2(x k )C
T
Q(x k)C는 양치 정의 행

렬 (positive definite matrix)이므로 식 (11)은 다음

과 같이 기술될 수 있다.

  
  

 




 


 



  

(12)

 식에서 


 는 행렬 의 최  singular 

값을 의미한다.   가 최  singular 값이 이 

되도록 결정되면, 수렴 조건을 제어하는 이완 완화 

매개 변수가 식 (13)의 조건을 만족하는 경우, 식 

(7)의 반복해는 수렴하게 된다.

   
  

  
  


  






   




  





(13)

Ⅳ. 정규화 매개 변수 결정



  함수와 

  함수의 상  기여도를 

결정하는 혼합 norm 정규화 매개 변수는 식 (4)의 

에 의해서 제어되어야 하며, ∞ ≈와 

 ∞ ≈ 조건을 만족해야만 하다. 그러므로 혼합 

norm 정규화 매개 변수는 지수함수를 이용해 식 

(14)와 같이 결정될 수 있다. 그림 1에 c에 따른 


를 나타내었다.


 
   



 


 
  

  

(14)

)(⋅χ )(⋅χ

그림 1. 
 그래

한 

  함수와 

  함수의 완화도를 

제어하는 



  



는 참고문헌 [6]과 [8]

에서 사용한 방식과 유사하게 다음과 같이 결정된다.




 


  




 




  ≥ 

 ≈




(15)




 
  





 




  ≥ 

 ≈




(16)

Ⅴ. 실험 결과

제안된 방식의 성능을 검증하기 해  ×  

크기의 다양한 상을 실험하 으며, 다양한 신호 

 잡음비 (SNR)에 해 실험하 다. 본 논문에는  

“Lena” 상에 한 실험 결과를 제시하 다. 원

상을  ×  uniform 마스크를 이용해 열화시켰으며, 

Uniform (sub-Gaussian)  Laplacian (super-Gaus-

sian) 분포를 갖는 노이즈를 열화된 상에 첨가

하여 훼손 상을 생성하 다. 그리고 반복 과정의 

종료 조건으로 식 (17)을 사용하 다.
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≤   (17)

  성능 비교를 해 신호  잡음비 개선 

(∆


)을 측정하 다. 번째 반복을 통한 복원 

상의 


은 식 (18)과 같이 정의된다.

∆


  
  





   



(18)

표 1에 객  검증을 해 다양한 노이즈  

SNR에 한 ∆


 성능 비교를 나타내었다. 제안 

방식은 LMS 방식보다 다양한 첨부 노이즈에 해 

우월한 성능을 보 으며, 특히 sub-Gaussian 분포를 

갖는 노이즈가 첨부된 경우 성능 향상이 매우 뛰어

남을 확인할 수 있었다.

그림 2은 10 dB Uniform 노이즈를 열화 상에 

첨가시킨 훼손 상을 나타내며, 훼손 상을 LMS 

 제안 방식을 이용하여 복원된 상을 그림 3  

4에 나타내었다. 첨부 노이즈가 상 으로 감소된 

반면, 윤곽선 부근이 상 으로 보존되었음을 알 

수 있다.

Ⅵ. 결 론

본 논문에서는 다  정규화 매개 변수를 이용한 

혼합 norm 상 복원 방식에 해 제안하 다. 가

우시안 분포를 갖는 노이즈 이외의 다양한 첨가 노

이즈를 효과 으로 처리하기 해 기존의 LMS 방

식에 LMF 방식을 혼합하 다.  norm 기반의 정

규화 완화 함수와  norm 기반의 정규화 완화 함

수의 상  기여도를 제어하는 혼합 norm 정규화 

매개 변수를 이용해 정의하 으며, 상기 매개 변수

는 매 반복 상에서 측된 노이즈 성분의 kurto-

sis에 의해 결정되었다. 제안 방식은 LMS 방식보다 

다양한 첨가 노이즈에 해 우월한 성능을 보 다. 

특히 sub-Gaussian 분포를 갖는 노이즈가 첨가된 

경우 성능 향상이 보다 뛰어남을 확인할 수 있었다. 

한 제안 방식은 혼합 norm 정규화 매개 변수  

다  정규화 매개 변수를 주어진 상의 복원 과정

에서 유도함으로써 신호의 사  정보 없이 수행할 

수 있는 큰 장 을 갖고 있다.

Noise Type SNR (dB)
LMS

∆


제안방식

∆


Uniform 10 3.25 3.89

Uniform 20 2.11 2.71

Uniform 30 3.58 4.01

Laplacian 10 3.17 3.36

Laplacian 20 2.09 2.31

Laplacian 30 3.58 3.67

Gaussian 10 3.19 3.22

Gaussian 20 2.08 2.30

Gaussian 30 3.59 3.72

Combination 10 4.42 4.68

Combination 20 2.05 2.39

Combination 30 3.02 3.34

표 1.∆


 성능 비교 

그림 2. 훼손 상
(× uniform blur, 10 dB Uniform Noise)

그림 3. LMS 방식을 이용한 그림 1의 복원 상

그림 4. 제안 방식을 이용한 그림 1의 복원 상
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