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등가의 Wiener-Hopf 방정식을 이용한 수정된 

Gram-Schmidt 알고리즘 
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Modified Gram-Schmidt Algorithm Using Equivalent 

Wiener-Hopf Equation

Bong-Man Ahn*, JeeWon Hwang**, Juphil Cho***°  Regular Members

요   약

본 논문에서는 Gram-Schmidt 알고리즘에서 TDL(Tapped Delay Line) 필터의 계수를 구하는 방법과  등가의 

Wiener-Hopf 방식의 해를 구하는 방법 중  정규화 알고리즘 두 가지를 제안한다.  이론적 해석에서 기존의 

NLMS(Normalized Least Mean Square) 알고리즘이 입력의 파워의 합으로 정규화하는 것에 비해 제안한 정

규화 알고리즘들은 고유값들의 합으로 정규화한다.  컴퓨터 모의실험에서 두 개의 pole이 단위원 밖의 근접한 

위치를 가지는 불안정한 환경에서 시스템 식별을 수행하였다. 결과적으로, 제안한 두 개의 알고리즘은 

Gram-Schmidt 알고리즘에서 TDL 필터의 계수를 회귀적으로 구할 수 있었고 기존의 NLMS 알고리즘에 비하

여 우수한 수렴 성능을 나타냄을 알 수 있었다. 

Key Words : Wiener-Hopf, LMS, TDL, Gram-Schmidt, Regression coefficient, Weight vector extraction

ABSTRACT

This paper proposes the scheme which obtain the coefficients of TDL filter and two normalization algorithms 

among methods which get solution of equivalent Wiener-Hopf Equation in Gram-Schmidt algorithm. Compared to 

the conventional NLMS algorithm, normalizes with sum of power of inputs, the presented  algorithms normalize 

using sums of eigenvalues. Using computer simulation, we perform an system identification in an unstable 

environment where two poles are located in near position outside unit circle. Consequently, the proposed 

algorithms get the coefficients of  TDL filter in Gram-Schmidt algorithm recursively and show better 

convergence performance than conventional NLMS algorithm.
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Ⅰ. 서  론

Gram-Schmidt (이하 GS) 직교화 과정은 선형 

공간에서 직교화된 기저 형태를 생성하는데 주로 

이용된다. 이 과정은 전통적인 수학적 방법으로 선

형 독립적인 벡터 집합으로부터 상호 직교하는 벡

터를 구하는 방법으로 잘 알려져 있다. 최소자승 

문제의 해를 구하는 GS 직교화 과정의 응용은 참

고문헌[1]에 제안되어 있다. 참고문헌[1]에서 전통

적인 GS 직교화 알고리즘은 수정된 GS알고리즘 

보다 수치적 안정도가 낮다고 되어 있다. 그러한 

이유로 수정된 GS알고리즘이 실제적으로 널리 사
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용되고 있다. 수정된 GS직교화 알고리즘의 응용에

서 최소자승 문제의 해결은 참고문헌[2][3][6]에서 

볼 수 있다. 참고문헌[2]에서 GS 직교화 알고리즘

을 이용한 최소자승 문제의 해결에 대한 연구는 진

행되었지만 GS 직교화 알고리즘으로부터 TDL 필

터의 계수를 구하는 방법에 대한 언급은 없다. 또

한 QR 분해 이용하여 수정된  GS 알고리즘으로부

터 차수순환(order update) 방법으로 계수를 구하는 

방법이 참고문헌[4]에 존재한다. 이밖에 GS 직교화 

알고리즘은 다양한 분야에서 적용되고 있다
[8][9][10]. 

본 논문은 참고문헌[4]와 다른 방법으로 시간순환 

GS (time recursive Gram Schmidt)알고리즘의 계수

벡터를 구한다. 그 과정은 입력 신호 벡터를 시간

순환 GS 직교화 과정을 통하여 얻은 직교 입력 벡

터를 이용하여 구한 오차공간과 입력 신호 벡터를 

이용한 오차공간이 같다는 점
[5][7]을 이용하여 새로

운 비용함수를 정의하고 이것으로부터 등가의 

Wiener-Hopf 방정식을 구하였다. 이것에 대한 기본

적인 이론과 등가의 Wiener-Hopf 방정식을 이용한 

평균제곱오차방법은 참고문헌[11]에서 고찰하고 

있다. 본 논문은 등가의 Wiener-Hopf 방정식 해를 

정규화 최소평균자승(NLMS) 알고리즘 형태로 구

하는 2가지의 알고리즘을 제안한다.  정규화 방법

은 기본적인 과정은  Goodin과 Sin[5]의 방법과 같

다. 본  논문에서도 기존 정규화 최소평균자승 알

고리즘 유도에서 사용된 제약이 있는(constrained)  

최적화 문제를 해결하기 위하여 Lagrange 곱셈기

(multiplier) 방법을 사용하였다. 기존 정규화 알고

리즘 유도에 사용된 비용함수는 순시 계수벡터의 

차이를 Euclidean norm의 제곱을  취한 형태이지만 

본 논문에서는 새로운 비용함수를 정의하여 알고

리즘을 유도하였다. 이 두 가지 알고리즘을 이용하

면 시간순환  Gram-Schmidt 알고리즘을 이용한 응

용에서 직접적으로 TDL 필터의 계수와 오차를 동

시에 순환적으로 구할 수 있어 편리하다. 

본 논문에서 제안한 알고리즘은 다음과 같은 측

면에서 공헌도가 있다. 첫 번째로 계산량 O(M)

(M: 필터 차수)으로 적다는 것이다. 참고문헌[4]

의 방법은 O(M 2)의 계산량이 필요로 한다. 두 

번째로 유도된 결과식들이 기존 정규화 평균자승 

알고리즘과 비슷하기 때문에 프로그램하기 쉽다. 

세 번째로 순환최소자승(RLS) 알고리즘으로 쉽게 

유도할 수 있는 구조를 가지고 있다. 

제안한 논문의 구성은 Ⅱ장에서 시간순환  Gram-Schmidt  

알고리즘에서 계수 추출하는 적응 알고리즘을 다루었으

며 제 Ⅲ장에서 컴퓨터 시뮬레이션을 다루었고 마지막으

로 결론을 나타내었다.

Ⅱ. 수정된 Gram-Schmidt  알고리즘에서 계수 

추출하는 적응 알고리즘

본 논문에서 제안한 알고리즘의 구조는 다음과 

같다.

본 장에서는 b (n)을 사용하는 경우  re-

gression 계수 k (n)대신 w (n)을 구하는 정규화 

최소평균자승 알고리즘을 제안한다. 이때 시간순

환  Gram-Schmidt  알고리즘은 QH의 역할을 한

다. 그림 1에서 입력신호 벡터 x (n), 최적계수벡

터 w opt
, 직교벡터 b (n) 및 k는 M×1인 벡터

이고 QH는 M×M인 직교 변환 행렬이다. 그리고 

d(n)는 원하는 응답, d̂ (n)는 예측된 원하는 응

답 그리고 v(n)은 측정 잡음이다. 그리고 v(n)

은 입력신호 벡터 x (n)와 독립적이다. 직교 변

환 행렬 QH은 선형 독립인 입력신호벡터 x (n)

으로부터 상호 직교하는 벡터 b (n)를 얻는 과정

을 나타낸다. 또한 벡터 b (n)와 계수벡터 k  선

형 결합하여 예측된 원하는 응답 d̂ (n)를 생성한

다.  비용함수는 다음과 같이 정의한다.

+

+
HQ ( )nb

( )nx

( )v n

( )d n

ˆ( )d n

( )y n
optw

( )e n

( 1)M ×

( 1)M × (1 1)×

(1 1)×

(1 1)×

( )M M× ( 1)M × (1 1)×
( )nκ

( 1)M ×

(1 1)×

+
-

그림 1. 제안한 알고리즘 구조
Fig. 1. Structure of proposed algorithm.

    


   
      (1)

여기서

b (n)=QHx (n)               (2)

w opt= Q k                  (3)

또한 (H)는 Hermitian transpose를 나타낸다.
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∂J(n )

∂k
=2E[(d(n)- w H

optQ
-H
Q
Hx (n) )(- b H(n) )]

(4)

그리고 w opt
는 식(4)에서 구해진다.

R bxw opt= p bd                 (5)

여기서

Rbx=E[ b (n) x
H
(n)]            (6)

p bd=E[b (n)d
*
(n)]             (7)

식(5)를 등가의 Wiener-Hopf 방정식이라 하겠다. 

식(5)은 식(1)에서 비용함수를 k으로 편미분하여 

얻은 결과이다. 이것은 식(1)의 물리적 의미를 유

지하면서 w opt
를 얻을 수 있다는 것을 의미한다. 

그러므로 식(5)을 이용하면 입력벡터 x (n)에 대

하여 서로 직교 변환된 입력 b (n)을 사용하는 

필터에서 다른 어떠한 변환을 사용하지 않고 

TDL 필터의 계수 w opt
를 구할 수 있음을 나타

낸다. 식(5)는 R bx는 상 삼각(upper triangular) 행

렬 형태를 취하지만 w opt
의 순시예측을 가능하

게 해준다. 평균제곱오차 적용한 알고리즘은 기존

의 최소평균자승(LMS) 알고리즘과 비슷한 형태의 

식(8)과 식(9)와 같다[11].

e(n)= d(n)- w
H
(n) x (n)          (8)

w (n+1)= w (n)+2μb (n)e(n) ,      (9)

여기서 w (n)은 w opt
의 순시 예측값이고 또한 

TDL 계수벡터이다. μ는 step-size이다. 식(9)의 

정규화 버전을 고려하여 보자. 유도 방법은 1984

년 Goodwin과 Sin이 제안한 방법을 적용하였다. 

식(1)에서 처럼 정규화 최소평균자승 알고리즘의 

비용함수는 벡터 k와 벡터 w가 포함된 형태를 

가지게 되어 기존의 입력 x만 가지는 경우와  

다른 형태를 취한다. 먼저 다음의 식들을 정의하

자.

δ
1k (n+1)= k (n+1)- k (n)         (10)

δ
2w (n+1)= w (n+1)- w (n)        (11)

k H(n+1) b (n)= w H(n+1) x (n)= d(n)    (12)

여기서 k (n)은 직교입력을 이용하는 경우의 re-

gression 계수벡터이다.

일반적으로  위의 제약(constrain)이 있는 경우 최

적의 해를 구하기 위하여 Largrange 곱셈기

(multiplier)를 주로 이용한다
[5]. 비용함수는 다음

과 같다. ρ는 복소수 Largrange 곱셈기(multiplier)

이다.

J(n) = |δ 1 k (n+1)δ 2 w (n+1)|

+Re[ρ*(d(n)- k H(n+1) b (n)]
   (13)

식(13)에 식(10)과 식(11)을 대입하여 정리하면 다

음과 같다.

J(n) = [ k (n+1)- k (n) ]H[ w (n+1)- w (n)]
+Re[ρ*(d(n)- k H(n+1) b (n)]

(14)

식(14)의 비용함수를 k (n+1)에 대하여 편미분 

한 후 그 결과를 0으로 놓자.

∂J(n)

∂k
*
(n+1)

= w (n+1)- w (n)- ρ* b (n)

= 0

 (15)

위의 식을 정리하면 다음과 같이 얻어진다.

w (n+1)= w (n)+ ρ* b (n)        (16)

복소수 Largrange 곱셈기(multiplier) ρ를 구하기 

위하여 다음을 고려하자.

d(n) = w H(n+1) x (n)
= w H(n) x (n)+ ρ b H(n) x (n)

    (17)

식(17)에서 ρ를 구하면 다음과 같다.

ρ= e(n)/b H(n) x (n)            (18)

여기서 

e(n)=d(n)- w
H
(n) x (n)          (19)

식(18)을 식 (16)에 대입한 후 정리하면 다음과 

같이 얻어진다.

w (n+1)= w (n)+
b (n)e

*
(n)

[ b
H
(n) x (n )]

*
(20)

등가적으로 다음과 같이 쓸 수 있다.
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 Initialization before algorithm starts( n=0)
δ(0)=δ,i=1,2,⋯,M ( δ is a small positive number)

△(1)=δ1 ( δ
1
 is a small positive number)

r̃ ij(0)=0, for i=1,2,⋯,M, j=i+1,⋯,M
 for n=1,2,3,⋯
  Initialization for every n 

  e (1)(n,n)=d(n), α̂0(n)=1., and 

  q (1)i =xi(n)( i=1,2,⋯,M)

 for i=1,2,⋯,M
   qi(n,n)≡q

( i)
i (n,n)                      (T1.1)

   δ
i(n)=λδi(n-1)+α̂ i-1|qi(n,n)|

2         (T1.2)

   α̂ i(n)=
1+α̂ i-1(n)|q i(n,n)|

2

λδ
i(n-1)

α̂
i-1(n)     (T1.3)

   for j=i+1,⋯,M
     k ij(n) =λk ij(n-1)

+q*i(n,n)q
(i)
j (n,n) α̂ i-1(n)

        (T1.4)

     r̃ ij(n)=k ij(n)/δi (n)                  (T1.5)

     q( i+1)j (n)=q ( i)j (n,n)- r̃ ij(n)qi(n)       (T1.6)

   end j
 end i

 b(n)=[q1(n,n),q2 (n,n),q3(n,n),⋯,qM(n,n)]
%error calculated

e(n)=d(n)-wH(n)x(n)                   (T1.7)

%LMS Algorithm

w(n+1)=w(n)+2μb(n)e(n)               (T1.8)

%NLMS Algorithm Version 1

w(n+1)=w(n)+α1
b(n)e

*
(n)

[b
H
(n)x(n)]

*
           (T1.9)

%NLMS Algorithm Version 2

w(n+1)=w(n)+α2
b(n)e

*
(n)

||b(n)||
2

             (T1.10)

end n

w (n+1)= w (n)+ α 1
b (n)e *(n)

[ b H(n) x (n )] *
   (21)

그러므로 식(19)와 식(21)을 이용하면 정규화 알

고리즘을 얻을 수 있다. α
1
은 적응 상수이다.

다른 하나의  정규화 알고리즘은 식(2.6)의 R bx

의 관계를 가지고 정의 할 수 있다. 즉, 다음과 

같이 됨을 쉽게 알 수 있다.

b H(n) x (n)= tr[Rbx(n)]           (22)

여기서 Rbx(n)은 R bx의 순시 예측값이다.

또한 R bx가 상각행렬 형태를 취하기 때문에 주 

대각 요소들은 고유값을 나타낸다. 그러므로 식

(22)는 순시 고유값들의 합 임을 알 수 있다.  또

한 고유값은 Rbb=E[b (n) b
H(n)]으로도 쉽게 

구할 수 있다. 그러므로 다음과 같이 된다.

b H(n) b (n)= β tr[Rbx(n)]         (23)

여기서 β는 적당한 상수이다.

식(23)을 이용하여 식(21) 계수벡터 순환식을 적

절하게 고쳐 쓰면 다음과 같이 쓸 수 있다.

w (n+1)= w (n)+
α
2

||b(n)|| 2
b (n)e

*
(n)    (24)

그러므로 식(19)의 오차와 식(24)를 이용하면 다

른 형태의 정규화 알고리즘을 얻을 수 있다. α
2

는 α
1
과 다른 적응상수이다. 이상의 결과를 종합

적으로 나타내면 다음의 표1과 같다.

표 1의 알고리즘에서 식(T1.1)~식(T1.6)은 입력

신호 벡터 x (n)( q ( 1 )i = x i(n) ( i= 1,2,⋯,M ))을 

직교입력벡터 b (n)을 얻는 과정이다. 식(T1.1)~

식(T1.6)을 제외한 계산량은 식(T1.7)은 곱셈 M번 

식(T1.8)은 곱셉 2M번 나눗셈 M번 식(T1.10)에서

는 ||b (n)|| 2이 식(T1.2)에서 계산이 되기 때문에 

곱셈 M번 나눗셈 M번이 필요하다. 제안한  정규

화 최소평균제곱 알고리즘 1을 사용하는 경우 계

산량은 곱셈이 3M번, 나눗셈은 M번 필요하고 정

규화 최소평균자승 알고리즘 2를 사용하는 경우 

곱셉 2M번, 나눗셈 M번이 필요하다. 제안한 정

규화 최소평균자승 알고리즘 2는 정규화 최소평

균자승 알고리즘 1보다 M번의 곱셈을 절약할 수 

있다.

표 1. Modified Gram-Schmidt Algorithm으로부터 TDL 계
수 추출하는  정규화 최소평균자승 방법.
Table 1. Normalized LMS method for TDL weight vector 
extraction in modified Gram-Schmidt algorithm.

Ⅲ. 컴퓨터 시뮬레이션

 다음은 그림들은 AR(autoregressive) 모델을 대상

으로 모의 실험한 내용이다. 백색잡음 u(n)을 다

음과 같은 시스템에 통과시켜 유색잡음 x(n)을 

얻었다.

x(n)= u(n)+ 0.95x(n-1)        (25)

x(n)을 다음의 시스템을 통과 시켜 y(n)을 얻

었다.
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그림 3. S/N=-70dB인 경우 알고리즘 비교(빨강색:제안한 방법, 검정색:기존방법)
Fig. 3. Comparison of various algorithms with S/N=-70dB(red line: proposed NLMS algorithm, black line: NLMS algorithm).

Y(z)
X(z)

=
1

1-0.165z -1+0.693z -2-0.22z -3+0.309z -4-0.677z -5

(26)

이 상황은 positive feedback이 되어서 시스템이 

발산하는 것을 가정한 것이다. 이와 같은 모델은 

음향보조기구, 능동잡음(active noise)제거기, 무선

중계기의 feedback 경로 제거기등에서 논의되고 

있다
[12,13,14]. 그림 2에 식(26)의 pole-zero plot이다. 
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그림 2. 식(26)의 pole-zero plots.
Fig. 2. Pole-zeros plots of eq.(26)

식(26)의 불안한 시스템을 제안한 정규화 알고

리즘과 기존의 정규화 최소평균자승(NLMS, 기존 

정규화)알고리즘을 이용하여 시스템 식별을 수행

하였다. 본 실험에서 나타낸 결과들은 3000개의 

데이터 이용하여 100번의 독립된 수행한 결과를 

앙상블 평균하여 나타내었다. 또한 AR 모델에서 

지연된 출력의 처리는 식오차(equation error) 방

법으로 하였다. 시간순환 Gram-Schmidt의 입력 

벡터와 최적벡터는 다음과 같다.

   


       (27)


     

  
        (28)

그림 3은 S/N=-70dB인 경우 제안한 정규화 알

고리즘 1과 기존 정규화 알고리즘의 학습곡선을 

나탄 것이다. 이때 제안한 알고리즘의 적응상수 , 

기존 정규화 알고리즘의 적응상수는 모두 

α= 1.9를 사용하였으며 시간순환 Gram-Schmidt 
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그림 4. S/N=-10dB인 경우 알고리즘 비교(빨강색:제안한 방법, 검정색:기존방법)
Fig. 4. Comparison  of various algorithms with S/N=-10dB(red line: proposed, black line: NLMS )

단의 가중치는 λ= 0.95를 이용하였다. 그림 3 

(a)와 (b)는 제안한 정규화 알고리즘 버전 1과 기

존의 정규화 최소평균자승 알고리즘을 대상으로 

모의 실험한 결과이다. (a)는 학습곡선을 (b)는 계

수의 궤적을 나타내었다. 그림에서 알 수 있듯이 

최소자승오차(minimum square error)가 -70dB에 

두 알고리즘  모두 도달하지 못함을 알 수 있다.  

수렴한 경우 최소자승오차는 제안한 알고리즘 버

전1이 약 -30dB 정도에 수렴하고 기존 정규화 최

소평균자승 알고리즘은 약 -20dB 정도에 수렴함

을 알 수 있다. 그림 (c)와 (d)는 제안한 정규화 

알고리즘 버전 2과 기존의 정규화 알고리즘을 대

상으로 모의 실험한 결과이다. 이 경우에도 최소

자승오차가 목표값이 -70dB에 도달하지 못하고  

있음을 알 수 있다. 제안한 정규화 알고리즘 버전 

2는 약 -30dB에 수렴하고  기존 정규화 알고리즘

은 약 -20dB 정도에 수렴함을 알 수 있다. 

그림 4는 S/N=-10dB인 경우 제안한 두 개의 정

규화 알고리즘과 기존의 정규화 알고리즘의 수렴

을 비교한 그림이다. 그림 4의 (a)와 (b)는 제안한 

정규화 알고리즘 버전 1과 기존의 정규화 알고리

즘을 비교하였다. (a)는 학습곡선을 (b)에는 계수

벡터의 궤적을 각각 나타내었다. 

그림 4의 (c)와 (d)는 제안한 정규화 알고리즘 

버전 2와 기존의 정규화 알고리즘의 수렴을 비교

한 그림이다. (c)에서 제안한 알고리즘은 -8dB 정

도에 수렴하는 반면에 기존 정규화 알고리즘은 

약 0.5dB 정도에  수렴함을 알 수 있다.

결론적으로 식(26)와 같은 시스템에서 정규화 최

소평균자승 알고리즘을 이용해서는 우수한 성능을 

나타내기 어렵다는 것과 제안한 두 개의 정규화 알

고리즘은 역시 우수한 성능을 나타내기는 어렵지만 

임의 성능을 나타내는 데에는 기존의 정규화 알고리

즘 보다는 우수한 결과를 나타냄을 알 수 있다.  
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Ⅳ. 결  론

Gram-Schmidt 계열 알고리즘에서 TDL 필터의 계

수를 구할 수 있는 정규화 알고리즘 두 가지를 

제안하였다. 이 방법은 계산량이 O(M)이다. 제

안한 알고리즘은 참고문헌[11]에서 제안한 등가의 

Wiener-Hopf 방정식에 그 기반을 두고 있으며 정

규화 알고리즘 유도에 사용된 비용함수는 기존의 

정규화 최소평균자승 알고리즘 유도에서 사용된 

비용함수와 다른 형태를 취하고 있으나 Goodin과 

Sin의 방법을 적용하여 유도할 수 있었다. 유도된 

정규화 알고리즘들은 이론적 해석에서 기존 정규

화 최소평균자승 알고리즘이 입력의 파워의 합으

로 정규화 시키는 것과는 달리 고유값들의 합으

로 정규화 시키는 것으로 나타났다.  컴퓨터 모의

실험을 통해 제안한 두 개의 알고리즘은 

Gram-Schmidt 계열 알고리즘에 접목하여 TDL 필

터의 계수를 순환적으로 구할 수 있었고 기존의 

정규화 최소평균자승 알고리즘에 비하여 우수한 

수렴 성능을 나타냄을 알 수 있었다. 향후 제안한 

알고리즘의 수렴특성 해석 및 수치적 안정도에 

대한 분석이 필요하다. 
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