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요   약

MIMO 시스템에서 ML 검출 기법은 많은 다른 검출기들보다 우수한 성능을 보인다. 그러나 ML　검출기법은 

NP-hard 문제로 인해 실제 시스템에서 사용하기 어려운 단점을 가지고 있다. 이것은 polynomial-time 안에 최적

의 해 (optimal solution)를 찾을 수 없음을 의미한다. 본 논문에서는 ML problem을 적용한 SDR (Semi-Definite 

Relaxation)에 궤환기법을 통한 검출 알고리즘을 제안한다. 이는 SDR에 의해 구한 최적의 해를 spectral 

decomposition을 이용해 우세한 eigenvector를 찾아 송신 신호의 확률 분포를 구하고, 이를 수신 신호에 궤환 시

킨다. 이는 또 다른 ML problem으로써 다시 SDR를 통해 최적의 해를 구하고 우세한 eigenvector에 해당하는 송

신 신호 확률을 구한다. 이 확률은 ML problem에 해당하는 최적의 값으로 추정 송신 신호를 검출할 수 있다. 이

러한 기법을 통해 최적 성능을 갖는 ML 검출 기법의 성능에 보다 더 가깝게 접근하였다. 
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ABSTRACT

Maximum Likelihood (ML) detection is well known to exhibit better bit-error-rate (BER) than many other 

detectors for multiple-input multiple-output (MIMO) channel. However, ML detection has been shown a difficult 

problem due to its NP-hard problem. It means that there is no known algorithm which can find the optimal 

solution in polynomial-time. In this paper, Semi-Definite relaxation (SDR) is iteratively applied to ML detection 

problem. The probability distribution can be obtained by survival eigenvector out of the dominant eigenvalue 

term of the optimal solution. The probability distribution which is yielded by SDR is recurred to the received 

signal. Our approach can reach to nearly ML performance.
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Ⅰ. 서  론

  MIMO (Multiple-Input Multiple-Output) 시스템

은 전통적인 SISO (Single-Input Single-Output) 시

스템보다 시스템 성능 이득을 가져오는 것으로 잘 

알려져 있다
[1]. 따라서 MIMO 시스템의 수신단에서

는 송신 신호의 효과적인 검출 기법을 필요로 한다. 

MIMO 채널에서 ML (Maximum Likelihood) 검출 
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기법은 최적의 BER (Bit-Error-Rate) 성능을 보여 

준다. 그러나 NP-hard 문제에 의해 실제 시스템의 

적용이 어려운 단점을 갖고 있다[2],[3]. 이러한 문제

를 해결하기 위해 SD (Sphere Decoding) 과 같은 

효과적인 후보 심볼 검출 기법이 제안되었다
[4],[5]. 

그러나 SD 검출 기법은 계산 복잡도가 지수적이고 

낮은 SNR 영역에서 여전히 높은 계산량을 갖는다. 

결과적으로 MIMO 시스템은 계산 복잡도와 성능을 

고려한 준 최적 검출 기법에 대한 연구가 필요하다.

  최적 검출기로서 SDR (Semi-Definite Relaxation) 

이 제안되었다[6],[7]. 또한, [8]에서 ZF  (Zero-Forc

ing)과 같은 선형 검출 기법과 SDR을 함께 사용하

였다. 이는 ZF 검출 기법에 의한 추정 신호를 PSD 

(Positive Semi-Definite)인지 확인하여 PSD이면 M

L 검출 기법의 해로써 간주하고, 그렇지 않으면 M

L을 수행하여 송신 신호를 검출한다. [8]에서 제안

된 검출 기법은 선형 검출기와 SDR 두 개의 검출 

기법을 필요로 하여 여전히 높은 복잡도를 갖으면

서 NP-hard 문제를 갖는다. [9]에서는 SDR을 통해 

송신 신호 확률 분포를 구하고, 이 확률 값을 이용

해 i.i.d.벡터 샘플을 랜덤하게 발생 한다. 이 랜덤 

샘플에서 최소 거리(Minimum Distance)에 해당하

는 벡터를 송신 신호로서 검출 하게 된다. 이 기법

이 ML 검출기의 성능에 도달하기 위해서는 많은 

수의 랜덤샘플을 발생 시켜야 하며, 이는 시스템 복

잡도로 작용하게 된다. 

  본 논문에서, 우리는 확률 분포 기반의 궤환SDR

을 제안한다. 제안한 기법은 오직 SDR만을 사용하

여 준 최적 검출기로서 ML 검출기의 성능에 보다 

가깝게 접근하였다. 

  본 논문의 구성은 다음과 같다. Ⅱ장에서 MIMO 

시스템 모델과 ML 검출기에 대해 설명하고, Ⅲ장

에서는 본 논문에서 제안하는 궤환 SDR 검출 기법

에 대해 설명한다. 또한, Ⅳ장에서는 모의 실험을 

통한 성능 분석에 대해 논의 하고, Ⅴ장을 결론으로 

마친다.

Ⅱ. MIMO 시스템 모델

tN 개의 송신 안테나와 rN 개의 수신 안테나를 고려

한 MIMO시스템의 복소수 수신 신호 벡터는 다음

과 같다.

c c c c= +y H s v               (1)

여기서 cy 는 수신 벡터이고, cH 는 r tN N×  채널 

행렬이다. cs 는 길이 tN 을 갖는 송신 벡터이고, cv

는 분산 2σ 을 갖는 복소 AWGN 벡터이다. 

  SDR 문제 해결의 편의를 위해 다음과 같이 실수 

등가 모델을 고려한다.

c c c c c

c c c c c

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

y H H s v
y H H s v
R R I R R

I I R I I    (2)

여기서 R와 I는 각각 복소수의 실수와 허수를 나타

낸다. 이는 다음과 같이 표현된다. 

= +y Hs v                 (3)

여기서 H는 m n× 행렬이고, 2 tn N= 와 2 rm N= 로 

정의 된다. 송신 신호 벡터 n∈s A 가 주어지면 ML 

검출기법은 다음과 같이 주어진다.

2
MLˆ arg min || ||

n∈
= −

s
s y Hs

A         (4)

ML 검출기는 모든 가격자 Hs  사이에서 y와 최소 

거리를 갖는 s을 선택한다. ML 수행은 송신 심볼 벡

터 집합 nA 의 모든 벡터를 강제적으로 수행 한다.

Ⅲ. 궤환 Semi-Definite Relaxation

  실수 등가 모델 시스템에서 4-QAM을 고려하면 

송신 신호 집합은 { 1, 1}n n= − +A 이다. SDR 

(Semi-Definite Relaxation)을 위해 목적 함수 

(Objective Function)인 식 (4)를 선형화해야 한다. 

따라서, ML 검출 기법은 다음과 같이 다시 쓸 수 

있다.

2|| ||− =y Hs
T T T T T2 Trace( )− + =s H Hs y Hs y y Lxx    (5)

T TTrace( )=x Lx Lxx 와 
T T[ 1]=x s 정의하면, (4)는 다

음과 같이 수식화 할 수 있다.

min ( )

. . ( )
T

Trace

s t diag =

=

X,x
LX

X e
X xx             (6)
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여기서 e의 원소는 모두 값 1을 갖는다. 
T T[ 1]=x s

이고, L는 다음과 같이 정의 된다.

T T

T 2|| ||

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥

−⎣ ⎦

H H H y
L

y H y              (7)

  제약 함수 (Constrain Function) diag( ) =X e은 

n∈s A 임을 확실히 해준다. 만약, x가 rank-1 제약 

조건을 만족하고 PSD (Positive Semi-Definite)이면, 

변수 x  없이 (6)은 다음과 같이 쓸 수 있다. 이것

은 (6)의 목적함수를 선형적으로 만들고, 제약조건

을 선형적이고 PSD로 만든다.

min Trace( )

s. t . diag( )
is rank-1

=
X

LX

X e
X
X 0             (8)

비록 (6)이 (4)와 등가를 이루지만, 여전히 NP-hard

문제를 가지고 있다. 그러나 제약 함수 T=X xx 가 

X 0로 대체 된다면, 어려움 없이 rank-1 제약 조

건을 제외 시킬 수 있게 해준다. 따라서 rank-1 제

약 조건을 제외 시키고 convex optimization 

problem 으로써 풀 수 있다. 

min Trace( )

s. t . diag( ) =
X

LX

X e
X 0           (9)

(9)의해서 구한 해 (solution) optX 는 더 이상 rank-1 

제약을 받지 않는다. 이것은 최적 행렬 optX 가 

rank-1행렬 집합 위로의 사영 (projection) 되어야 

함을 의미한다. optX 는 높은 확률로 ML problem의 

해를 포함한다. 본 논문에서, 우리는 SDR을 통해 

확률 정보를 수신 신호에 돌려 보내는 피드백 

(feedback) 기법을 고려하였다. 

첫째로, optX 의 spectral decomposition인 optX  

T= PDP 을 수행하며 다음과 같이 정의 된다.

1 2

1 2

[ , , , ]
[ , , , ] , 1, , 1

i

i i nλ λ λ
=
= = +

P u u u
D    (10)

P와 D는 각각 고유벡터(Eigenvetor)와 고유값

(Eigenvalue)을 의미하며, optX 는 다음과 같이 다시 

쓸 수 있다.

T T T
1 1 1 2 2 2opt i i iλ λ λ= + + +X u u u u u u    (11)

(11)에서 가장 지배적인 고유값을 찾는다.

{ }
1 1

arg maxk i
i n

λ λ
≤ ≤ +

=
             (12)

송신 신호의 확률 분포는 지배적인 고유값에 해당

하는 고유값과 고유벡터에 의해 다음과 같이 구해

진다.

,

,

Pr{ 1} (1 ) / 2

Pr{ 1} (1 ) / 2
i k k i

i k k i

x u

x u

λ

λ

= + = +

= − = −           (13)

(13)에서 확률값들은 송신 심볼로서 충분하며, 우리

는 여기서 non-feedback SDR이라 부를 수 있다. 

1Pr{ 1}nx + = + 가 거의 1에 가깝고 Pr{ }ix >0.8 (80%)

이면 Pr{ }ix 는 ( )MLˆ
i

s 로 고려되고 그렇지 않으면 0

으로 대체된다.

{ 1},

{ 1},

Pr{ 1} , Pr{ 1} 0.8

0 ,

, 1, ,

i i i

i

x if x

otherwise

i n

=±

=±

= = ± = ± >⎧⎪
⎨ =⎪⎩

=

x

x

Pr

Pr
   (14)

{ 1}=+xPr 와 { 1}=−xPr 는 다음과 같이 수신 신호에 궤환 

된다.

{ 1} { 1}( [ ]) / 2=+ =−= + −x xy y H Pr Pr        (15)

또한, 행렬 L는 y에 의해서 다시 정의 된다.

T T

T 2|| ||

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥

−⎣ ⎦

H H H y
L

y H y            (16)

우리 SDP problem을 다시 공식화 할 수 있다.

min Trace( )

s. t . diag( ) =
X

LX

X e
X 0            (17)

optX 는 spectral decomposition수행으로 optX  
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T= PDP 가 된다. 여기서 1 2[ , , , ]i=P u u u 와 

1 2[ , , , ]iλ λ λ=D 로 정의되고, 
T

1 1 1opt λ=X u u  

2 2 2
T T

i i iλ λ+ + +u u u u 로 표현된다. optX 에 지배적인 

고유값을 찾는다. 

{ }
1 1

arg maxk i
i n

λ λ
≤ ≤ +

=
          (18)

지배적인 고유값에 해당하는 고유벡터와함께 송신 

신호 확률분포를 다음과 같이 구한다.

,

,

Pr{ 1} (1 ) / 2

Pr{ 1} (1 ) / 2
i k k i

i k k i

x u

x u

λ

λ

= + = +

= − = −          (19)

확률 분포 Pr{ }x 는 지배적인 고유값에 해당하는 

Pr{ }ix 을 갖고, (14)에 의해서 0으로 대체된 Pr{ }ix

은 0.8 (80%) 이상을 만족하게 재 발생된다. 

Lemma: (15)와 (16)의 해서 L와 y가 주어질 때, 

ML problem의 convex optimization problem의 풀

이가 가능하다.

T
opt =X xx ,  

T T
ML[ 1]=x s

Proof: 우리는 유효확률을 0.8이상으로 하여 살아 

남은 Pr{ 1}ix = ± 는 거의 1에 가깝게 된다. 살아 남

은 Pr{ 1}ix = ± 에 상응하는 index 행렬을 

T[101110 1]survival =i 라 하자. 여기서 1은 살아남은 

index를 나타내고 0은 제거된 index이다. 따라서, 

{ 1}=±xPr 는 다음과 같이 얻을 수 있다.

{ 1} { }Pr{ 1}survivaldiag x=± = = ±xPr i      (20)

y는 { 1}=±xPr 와 { 1}=−xPr 가 y에 궤환 되어 (15)처럼 

다시 만들어진다.

여기서 
T T[ 1]=x s 하자. 그러면 T=X xx 이 된다.

T
T

T
1

1 1

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

s ss s
X s

s           (21)

(16)에서 정의된 L을 다음과 같이 쓸 수 있다.

[ ]
T T T

T 2 T|| ||

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−
= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

H H H y H
L H y

y H y y     (22)

따라서, SDP의 목적함수는 다음과 같이 된다.

[ ]
T

T
T

Trace( ) Trace 1
1

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎜ ⎟− ⎣ ⎦⎣ ⎦⎝ ⎠

H s
LX H y s

y      

[ ]
T

T
T

Trace 1
1

⎛ ⎞⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎜ ⎟−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

s H
H y s

y   (23)

(23)은 다음과 같이 전개 된다.

{ 1} { 1}( [ ]) / 2=+ =−− = − + −x xHs y Hs y H Pr Pr

{ 1} { 1}[ ]
2 2

=+ =−−+
= − − x xH Pr PrHs vHs

   (24)

만약 살아남은 { 1}=+xPr 의 index가 1과 3이면, 다음

과 같이 근사화 된다.

T
{ 1} { 1} 1 3[ ] [ 0 0]s s=+ =−− ≅x xPr Pr      (25)

(25)를 고려하여 (24)를 다시 쓰면 다음과 같다.

1 1 1

2 2

3 3 3

4 4

01 1 1
2 2 2

0

s s s
s s
s s
s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ≅ − − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Hs y H H H v
s

2 2

4 4

0 0
1 1

0 02 2
s s

s s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

H H v

           (26)

(26)을 2s 와 4s 에 고려하여 다시 쓰면 다음과 같다.

    
{2.4}

2 2
{2,4} {2,4}

4 4

1
2

s s
s s

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− ≅ − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
y

Hs y H H v

          

2
{2,4} {2.4}

4

1
2

s
s
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

H y
 

2
{2,4} {2.4}

4

1 2
2

s
s

⎛ ⎞⎡ ⎤
= −⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
H y

           (27)
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그림 1. 4 4×  MIMO 시스템에서 BER 성능 곡선

(a) Pr{ 1}ix = + 와 Pr{ 1}ix = + 의 확률

(b) Pr{ 1}ix = − 와 Pr{ 1}ix = − 의 확률

그림 2. 궤환 전 확률 Pr{ 1}ix = ± 와 궤환 후 확률
Pr{ 1}ix = ± 의 비교

여기서 {2,4}H 는 H의 2열과 4열의 벡터를 갖는 행

렬이고, {2.4}y 는 제거된 { 1}=±xPr 에 상응되는 정보만

을 갖는 수신 신호 벡터이다. 또한, (27)의convex 

optimization problem에서 상수 2와 1/2은 무시해도 

상관없다. 따라서, (27)은 ML problem과 등가를 이

루게 된다. 또한, 지배적인 { 1}=±xPr 을 수신 신호에 

궤환 시킴으로써 제거된 { 1}=±xPr 가 유효할 수 있는 

값을 갖도록 재 발생시켜 준다. 이것은 L은 SDR

을 통해 제거된 { 1}=±xPr 을 찾기 위해 적당하다는 것

을 알 수 있다.

Ⅳ. 모의 실험

  모의 실험에서는 본 논문에서 제안한SDR 기반의 

궤환 검출기법의 BER 성능과 ML 검출기의 성능과 

비교 분석하고, 제안한 궤환SDR 검출 기법 

(Feedback SDR)에서 확률 분포의 개선을 보였다. 

모의실험은 일반적인 4 4×  MIMO 시스템에 

4-QAM 변조를 사용하였다.

그림 1에서는 ML, ZF, Non-feedback SDR, 제

안한 Feedback SDR의 성능을 비교하였다. 확률정

보가 수신 신호에 궤환 되지 않는 Non- feedback 

SDR 또한 준 최적 검출기로서 적당하다. 그러나 

제안한 Feedback SDR는 최적 검출기인 ML의 성

능에 보다 근접하였다. 오율 10
-4에서 Non-feedback 

SDR는 ML의 성능과 약 2dB 정도 차이를 보이나 

제안한 Feedback SDR는 약 0.5dB 정도의 차이만

을 갖는다.

  그림 2에서는 제안한 Feedback SDR에서 확률 

분포 값이 개선되는 현상을 보여준다.

Pr{ 1}ix = ± 는 궤환 되기 전의 확률 값이고 

Pr{ 1}ix = ± 는 궤환된 후의 확률 값이다. 그림 2(a) 

은 +1의 확률을 보여준다. Index 1, 2, 7은 거의

0.98이상의 확률을 유지하고 있다. Index 5, 6은 불

확실한 확률을 좀 더 확실하게 만들어 주는 것을 

볼 수 있다. 그림 2(b)는 -1의 확률을 보여준다. 

Index 5의 경우 약 0.85의 확률을 0.95이상까지 끌

어 올려 주었고, Index 6에서는 회 전 확률이 0.75

였다가 궤환 후0.85가까이 올려 주었다. 이는 궤환 

기법을 통해 지배적인 확률 값을 수신신호에 돌려

주어 ML 성능에 근접하게 해주는 것을 알 수 있다.

Ⅴ. 결  론

  본 논문에서는 Polynomial time 안에 ML 

problem을 해결하기 위한 궤환 SDR을 제안하였다. 

제안된 검출 기법은 SDR의 최적 해 (Optimal 

Solution) 행렬의 지배적인 고유값과 고유벡터를 찾

아 확률을 구하고, 살아남은 확률 값을 수신 신호 

벡터에 궤환 시킴으로써 제거된 확률값을 신뢰성있

는 확률 값까지 끌어올려 검출하는 기법으로 ML의 

성능에 보다 가깝게 접근하였다.
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