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시변 신호 부공간 추정을 위한 Prewhitening RLS 기반 PAST 

(Projection Approximation Subspace-Tracking) 알고리즘
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A Prewhitening RLS based PAST (Projection Approximation 

Subspace-Tracking) Algorithm for Time Varying Signal Subspace Tracking
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요   약

본 논문에서는 Prewhitening과 가변 망각인자를 사용한 PAST에 기반한 새로운 주성분 분해 알고리즘을 제안

한다. Prewhitening 기법과 가변망각인자는 비정재 환경하에서 빠른 계산 능력과 강인성을 갖고 있다. 제안된 알

고리즘의 추정 성능은 DOA 추정을 위한 컴퓨터 시뮬레이션으로 증명하였다. 추정결과 기존의 PAST 알고리즘에 

비하여 제안된 알고리즘의 성능이 우수함을 입증하였다.

Key Words :  PAST, VFF, Prewhitening

ABSTRACT

In this paper, we propose a new PAST algorithm for principle component-extracting. For the performance 

improvement, we apply prewhitening RLS and variable forgetting factor to the conventional PAST. The 

prewhitening RLS and the variable forgetting factor make it numerically robust and agile to nonstationary. The 

estimation capability of the proposed algorithm is demonstrated by computer simulations of DOA(Degree of 

Arrival). The estimation results of the proposed PAST outperform those of ordinary PAST.
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Ⅰ. 서  론

Oja가 [1]에 Hebbian 정의에 근거한 입력 데이터

로부터 추출된 후 주성분 분석(PCA)을 제안한 이후

로 여러 다양한 알고리즘이 [2],[3]에 제시되었다.

그 중에서도 Yang에 의해서 제안된 PAST (Projection 

Approximation Subspace-Tracking) 알고리즘은 여러 

연구자들이 적극적으로 응용하는 부공간 추정 알고

리즘 이다
[3]. PAST의 기본적인 아이디어는 RLS 알

고리즘을 이용하여 신호 부공간을 예측하고 이를 

다시 원신호로 만들어 그 잔차를 최소화하는  접근

법이다. 그러나 원래의 PAST 알고리즘은 부공간 

추적을 위한 고정망각인자를 사용하기 때문에 시변

환경 및 정재 환경이 혼합된 고속 시변 환경에서는 

잘 적응 하지 못한다. 따라서 시변 환경 변화에 잘 

적응할 수 있도록 망각인자를 조절하는 가변망각인

자의 도입으로 이를 해결할 수 있다. 또한 RLS를 

사용하는 PAST 알고리즘은 일반적으로 윈도우 입

력 신호 자기상관 행렬의 역행렬 계산에서 불안정

해지는 경향이 있다. 
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여기서 X(k) = [ xl(k) x2(k) . . . xN(k)]T, k≥1 , 

는 입력 신호 행렬이고, N은 시스템 파라미터들의 

수, 는 미소 절대상수, 그리고      는 망
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각인자이다. 일부 저자들은 수치상 불안정 상태의 

최초의 소스가 [4]의 )(nxxR  나타나듯이 균형의 실패

임을 보여주었다. 이런 수치적 불안정은 상관 행렬 

)(nxxR 를 추정할 때 대칭이 깨지기 때문이라는 것

이 알려져 있다
[4]. [5]에 이런 점을 고려한 견실화

된 RLS가 제안되었다.

본 논문에서는 [5]에 제안된 최소자승 백색화 기

법을 PAST에 적용하여 위의 불안정성에 견실함을 

더한다. 또 PAST알고리즘이 가지고 있는 단점인 

시변 환경에서 성능이 떨어지는 점을 만회하기 위

해서 [6]에 제안한 시변 기법을 함께 적용하여 견실

화된 새로운 PAST 알고리즘을 제시하고 그것의 추

정 성능 향상을 보이고자 한다.

Ⅱ. PAST(Projection Approximation 
Subspace-Tracking)

PAST 알고리즘은 다음과 같은 비용함수의 최소

화에 기반한 것이다. 
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여기서 [ ]Nxxx ,,, 21 L=x 은 입력값이고 W(n) 은  

신호 부공간을 표현하는 N × r 행렬이다. W(n-1)에

서 W(n)로 축차적으로 값을 이끌어내기 위하여 [2]

에서 Yang 의 y(i) =W
H(i-1)x(i) 으로써 WH(n)x(i)

을 근사하게 된다. 그러면 다음과 같은 변형된 비용 

함수를 얻게 된다.
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이것은 적응필터 이론에서 흔히 쓰는 지수적으로 

가중된 최소자승 비용함수가 되고, 그것을 최소화 

한다면 다음과 같은 해를 얻게 된다.
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Ⅲ. 최소 자승 백색화 (Prewhitening) PAST

본 절에서는 최소자승 백색화 기법을 앞에서 제

시된 PAST 알고리즘 비용함수에 적용한다.
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기존의 RLS 알고리즘에 기반해서 W(n)를 구한

다면 다음과 같다[4].
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식(8)의 )1(1 −− nyyC 을  PT(n-1)P(n-1)로 대치하면 
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[5]에 알고리즘 최소 자승 백색화 기법을 적용하면

)()()( nnnT 1
yyCPP −= .              (10)

RLS 알고리즘에서 )(n1
yyC−

은 다음과 같이 재귀

적으로 표시할 수 있다.
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2(11)식의 )(n1
yyC−

에 PT(n)P(n)를 대입하면

βββ
1)1()()()1(1)()( 2 −

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−−= nnnnnn

T
TT P

v
vvIPPP

,  

 (12)

여기서, 백색화된 신호 v(n)은

)()1()( nnn yPv −= .              (13)

이다. 벡터 v(n)는 다음 특성을 가진다[5]. 즉, 만

약 y(n)가 WSS (wide sense stationary) 이라면, 

{ } Ivv )1()()(lim β−≅
∞→

nnE T

n .              (14)

이는 P(n)가 수렴함에 따라, v(n)의 요소들은 서로 

상관성이 없고 또 근사적으로 (1-β)에 수렴한다[5]. 이 

성질은 일종의 백색화 과정이라고 생각할 수 있다. 

식(12)의 오른쪽 변의 대괄호를 다음과 같이 행렬곱

으로 분해할 수 있다.
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그러면 P(n)은 다음과 같이 갱신될 수 있다.
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(15)의 오른쪽 변은 다음과 같이 변형할 수 있다. 
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(17)식에 대칭성과 직교성을 이용하면, BT(n)B(n) 

대칭 평방근 인자는
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이다. (16)식에 (18)식을 대입하여 다음과 같은 

갱신식을 얻게 된다.
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(13)와 (20)을 적용하여 (9)을 새로 표현하면 다

음과 같다.
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따라서, 식(6)과 (7)을 식(22)과 결합하면, 새로운 

백색화 PAST 알고리즘을 얻게 된다. 알고리즘의 

복잡함은 기존의 PAST 알고리즘과 유사하나 알고

리즘의 견실성은 월등히 향상된다. 

Ⅳ. VFF-PAST

2절에서 정리된 PAST 알고리즘은 망각인자 베

타에 의해 비정재환경이 조정된다. 실용적인 주성분 

추정 상황은 정재/비정재 혼합형 또는 예측할 수 없

는 비정재 환경이 되기 쉽다. 왜냐하면 한 개의 고

정망각인자는 효과적으로 그런 다양한 상황에 대처

할 수 없기 때문이다. 비정재 환경에 대처하기 위하

여, 본 절에서는 상관행렬 )(ˆ nxxR 의 향상된 방정식

을 기반으로 한 PAST 알고리즘을 기반 가변망각인

자를 소개하려한다. 

)()()1(ˆ)1()(ˆ nnnnn HXXRR xxxx −−−= β ,  (23)

여기서 β(n)은 가변망각인자 입니다. 정확히 가

변망각인자는 그 자체가 주성분들의 비정재환경에 

맞춘다. 가변망각인자는 각각의 샘플링 때마다 최상

의 것으로 갱신되고, 추정에러 J(t)의 분산을 측정한

다. 그것은 다음과 같다. 
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여기서,
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(24)는 다음과 같이 표현된다. 
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  (26)

[3]에서 (24)가 충분히 수렴하였다면 (27)과 같은 

관계를 예상 할 수 있고 이를 이용하여 (28)와 같

은 망각인자를 갱신식을 유도할 수 있다.
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(29)에서와 같이, 효과적으로 시변 부공간을 추적

하기 위해 PAST을 위한 망각인자를 조절할 수 있다.
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그림 1. 추정결과비교 (점선과 O표시: 망각인자 0.98 일때 
PAST 결과, 실선과 O표시 : 제안된 방법, 점선과 x표시: 망
각인자가 0.98 일때 PAST)

그림 2. 추정오차 및 에러분산비교 (점선과 O표시: 망각인자 
0.98 일때 PAST 결과, 실선과 x표시 : 제안된 방법, 점선: 
망각인자가 0.98 일때 PAST)

그림 3. 부공간 거리 비교 (실선: 망각인자 0.98 일때 PAST, 
실선과 x표시: 제안된 방법, 점선: 망각인자 0.8 일때 PAST)

Ⅴ. 모의실험

모의실험에서는 비정재 환경 상 Rxx에서 계산 오

차에 대응하는 강인함과 부공간 추적성능에 대해서 

보여준다. 이것을 위해 두개의 다른 크기의 고정 망

각인자를 정한다. 큰 크기의 각인자는 Rxx를 계산하

는데 쓰이는 유효 데이터 길이를 길게 하는 효과가 

있고, 작은 크기의 망각인자는 이 망각인자는 이 반

대의 영향을 미친다. 이 때문에 시불변 환경에서는 

가급적 망각인자가 큰 것을 사용하여 추정 오차를 

줄인다. 그러나 시변 환경일 경우 유효데이터 길이

가 길면 추정 오차가 커지게 되므로 망각인자를 조

절하여 유효데이터 길이를 작게 하여야 한다. 더구

나, 시변특성이 시시때때로 변하는 경우는 한가지의 

망각인자로 추정하는 것은 좋은 결과를 얻지 못하게 

되어 가변 망각인자가 필요하게 된다. 이런 망각인

자는 RLS 계산에서 수치적 불안정성의 원인이 되기

도 한다. 따라서 견실성이 있는 방법도 요구된다.

다음은 제안된 알고리즘이 시변 환경에 잘 적용

되고 또 견실성도 있다는 것을 보이기 위한 예로 

시변 DOA 추정을 중심으로 한 몇 개의 시뮬레이

션 결과를 제시한다. DOA 추정을 위해 8개의 센서

를 가진 선형 균등 배열을 이용함으로서 SNR이 15 

dB에서 시변 협대역 밴드 원방소스의 주성분 부공

간을 추적하고 그것을 DOA의 추정에 ESPRIT 방

법을 적용한다. 

본 실험에서는 DOA신호가 150번 타임스텝에 일

정각도 -30°에서 다른 각도 -40°로 급격하게 변하는 

시나리오를 가정하였다. 그림 1은 제안된 알고리즘

의 결과와 0.98과 0.8의 고정망각인자를 사용한 실

험 결과를 함께 보여준다. 그림 1을 보면 제안한 알

고리즘이 0.98의 고정망각인자를 사용한 경우보다 

빠르게 급변하는 방위를 추정하는 것을 보여준다. 

그리고 그 결과는 0.8의 고정망각인자를 가지는 경

우와 거의 유사한  결과를 보인다. 그러나 이 결과

만으로 추정 성능의 우열을 단정할 수 없다. 이를 

위해서 그림 2와 그림3의 실험 결과를 추가한다. 그

림 2는 추정 에러의 분산을 나타낸다. 그 결과 제안

된 알고리즘은 0.8 망각인자를 가지는 PAST 알고리

즘과 유사한 시변 적응성을 보이나 더 작은 분산값

을 나타내므로 실제로는 더 양질의 결과를 만들다는 

것을 알 수 있다. 이것은 0.98 망각인자를 가지는 

PAST알고리즘과 그 수준이 거의 같다. 그 이유는 

제안된 알고리즘이 갖는 견고함이 역행렬 계산시에 

따르는 불안정상태로부터 막아 줄 뿐 만 아니라 가

변망각인자 알고리즘이 효과적으로 망각인자를 조정

하기 때문이기도 하다. 그림 3은 [4]와[6]에서 보여

주듯이 추정된 부공간과 실제의 부공간사이의 얼마
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나 같은 가를 그 떨어진 거리로써 추정 품질을 증명

한다. 거리를 나타내는 식은 다음과 같다[4][6]. 

 
( )PPISS ~)

~
,(sin −≡θ

,          (29)

여기서 S는 실제 부공간이고, S
~
는 추정된 부공

간이다.  P는 S에 도달하는 투영행렬이고 P~는 S
~

에 도달하는 투영행렬이다. 그림 3은 제안된 알고리

즘이 추정 부공간 거리 면에서나 시변 추적성 면에

서 모두 최상의 추정을 제공하고 있음을 보여준다. 

0.98의 망각인자를 가지는 PAST알고리즘은 거의 

같은 부공간 거리를 보여주지만 시변 추적성은 제

안된 알고리즘보다 느리다. 0.8의 망각인자를 가지

는 PAST 알고리즘은 빠른 시변 추적성에도 불고하

고 추정 부공간의 품질면에서 세 가지 경우 중에 

제일 성능이 낮은 것으로 나타난다. 이런 결과를 보

면, 제안된 알고리즘이 추정 정확성과 시변 추적성 

모두 좋은 능력을 가지고 있음을 보여준다.

Ⅵ. 결  론

본 논문에서는 백색화 기법과 가변망각인자를 가

지는 PAST 알고리즘에 기반한 새로운 신호 부공간 

추정 알고리즘을 제안한다.

제안된 알고리즘은 기존의 PAST 알고리즘보다 

수치적인 강인성과 시변 환경에서의 민첩성을 가진

다. 모의실험 결과는 본 논문에서 제안한 알고리즘

이 기존의 PAST 알고리즘보다 성능이 우수함을 입

증하였다.
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