
논문 09-34-09-10 한국통신학회논문지 '09-09 Vol. 34 No. 9

915

다  사용자 MIMO 시스템을 한 Seysen 

알고리즘 기반 Lattice Reduction Aided 리코딩

회원  안 홍 선*, 정회원  마나르모하이센*, 종신회원  장 경 희*

Lattice Reduction Aided Precoding Based on 

Seysen's Algorithm for Multiuser MIMO Systems

HongSun An*  Associate Member, Manar Mohaisen*  Regular Member, 

KyungHi Chang*  Lifelong Member 

요   약

LLL (Lenstra-Lenstra-Lovasz) 알고리즘은 보다 좋은 채  행렬의 기 를 얻기 하여 주로 사용되는 격자 감

소기법이다. 본 논문에서는 LRA (lattice reduction aided) 리코딩 기법에서 채  행렬의 기  (basis) 벡터를 격

자 감소시키기 하여 LLL 알고리즘 신 Seysen 알고리즘 (SA)을 사용하 으며, 기존의 선형 리코딩 기법을 

SA를 통하여 얻어진 변환된 채  행렬에 용하 다. SA를 통하여 LLL 알고리즘보다 높은 직교성을 가진 기

를 얻어낼 수 있으므로, SA 기반의 LRA 리코딩 기법은 기존의 LLL 기반의 LRA 리코딩 기법보다 우수한 

성능을 가진다. 모의실험 결과를 통하여 LRA 리코딩에서 격자 감소를 하여 SA를 사용한 경우, LLL 알고리

즘을 사용한 경우보다 target BER 10-5에서 0.5dB정도의 BER 성능 이득이 얻어짐을 입증한다.

Key Words : Seysen’s Algorithm, Lattice Reduction, Multiuser-MIMO, Precoding, LLL Algorithm

ABSTRACT

Lenstra-Lenstra-Lovasz (LLL) algorithm, which is one of the lattice reduction (LR) techniques, has been 

extensively used to obtain better bases of the channel matrix. In this paper, we jointly apply Seysen’s lattice 

reduction Algorithm (SA), instead of LLL, with the conventional linear precoding algorithms. Since SA obtains 

more orthogonal lattice bases compared to those obtained by LLL, lattice reduction aided (LRA) precoding based 

on SA algorithm outperforms the LRA precoding with LLL. Simulation results demonstrate that a gain of 0.5dB 

at target BER of 10
-5

 is achieved when SA is used instead of LLL or the LR stage.
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Ⅰ. 서  론

MIMO (multiple-input multiple-output) 시스템은 

추가 인 주 수 자원이나 송신 력의 할당 없이

도 시스템 throughput을 선형 으로 증가 시킬 수 

있는 특성으로 인해 고속 송  높은 신뢰도를 

필요로 하는 통신 시스템에서 주목 받고 있는 기술

이다
[1]. 채  정보를 송신단에서 알고 있다면 다양한 

리코딩 기법들은 다  사용자 MIMO 시스템의 

성능 향상을 하여 사용될 수 있다. DPC (Dirty 

paper coding) 기법은 다  사용자 MIMO 하향링

크 시스템에서 채  용량을 최 로 만들 수 있는 

송 방식으로 잘 알려져 있다
[2]. 그러나 DPC는 우

수한 성능에 비하여 복잡한 비선형 연산이 요구되
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그림 1. MU-MIMO 시스템 모델

기 때문에 복잡도를 고려한 리코딩 기법에 한 

연구가 최근 활발히 진행되고 있다.

ZF (zero-forcing)와 MMSE (minimum mean 

square error) 리코딩은 표 인 선형 리코딩 

기법들이다. 이러한 선형 리코딩 기법들은 낮은 

연산 복잡도를 가지지만, 채  환경이 좋지 않은 경

우 (ill-conditioned)에 잡음 증폭으로 인하여 낮은 

BER 성능을 가진다.

격자 감소 기법 (LR-lattice reduction)은 채  행

렬의 기  벡터를 보다 더 직교성을 가지도록 바꾸

어 으로써 좋은 환경의 채  행렬을 만들어 내는 

기법이다
[3]. LRA (Lattice reduction aided) 리코

딩은 격자 감소 기법을 이용하여 채  행렬의 기  

벡터들을 보다 직교 인 특성을 가지게 한 후, 낮은 

복잡도를 가지는 기존의 선형 리코딩 기법과 결

합하는 기법이다. LRA 리코딩 기법을 통하여 선

형 리코딩 기법에서 문제 으로 부각되던 좋지 

않은 채  환경에서 잡음 증폭으로 인한 BER 성능 

하 상을 하게 임으로써, 상당한 BER 성

능 향상을 얻는다.

LLL 알고리즘
[4]은 격자 감소기법  가장 리 

사용되며, LRA 리코딩시에 선형 리코딩 이나 

SIC (successive interference cancellation)등의 기법과 

결합하여 보다 향상된 BER 성능을 이끌어낸다
[5],[6].

본 논문에서는 LLL 알고리즘을 신하여, Seysen's 

알고리즘 (SA)을 선형 리코딩 기법에 결합하 다. 

SA를 통하여 보다 높은 직교성을 가진 기  벡터

로 이루어진 채  행렬을 구성한 후, 기존의 리코

딩 기법을 용한다. 즉, 보다 좋은 환경 (well- 

conditioned)의 채  행렬에서 선형 리코딩 기법

을 용한다. SA는 LLL 알고리즘보다 높은 직교성

을 가지는 기 벡터를 생성하기 때문에, SA 기반의 

LRA 리코딩은 LLL 기반의 LRA 리코딩 보다 

향상된 BER 성능을 가지며, 이를 모의실험 결과를 

통하여 검증한다.

본 논문의 Ⅱ장에서는 시스템 모델을 간략하게 

보이고, Ⅲ장에서 SA에 하여 자세히 설명한다. 

Ⅳ장에서는 제안된 SA 기반의 LRA 리코딩을 설

명하며, Ⅴ장에서 설명한 LR-aided 리코딩의 모의

실험 결과를 살펴본 후, Ⅵ장에서 결론을 맺는다.

Ⅱ. 시스템 모델

본 논문에서는 NT 송신 안테나를 가진 기지국과 

NR개의 단일 안테나를 가진 이동국과의 하향링크 

다  사용자 MIMO 시스템(MU-MIMO) 통신 환경

을 고려하며, 시스템 모델은 그림 1에 나타낸다. 

채  행렬 H는 flat fading 환경을 가정한다. 즉, 

하나의 임 동안 NR⨯NT 채  행렬 H의 모든 

값들은 일정하며, 매 임마다 독립 으로 변화한

다. 한, 본 논문에서 완벽한 채  추정을 가정하

며, 체의 송신 력은 NT로 제한된다. 벡터 x를 

NT⨯1 리코딩된 신호라고 하면, 수신단에서 받은 

NR⨯1 수신 신호벡터는 다음과 같은 행렬 형 로 

표 된다. 

  = +y Hx n   (1)

여기에서, n은 0의 평균값과 σ2의 분산값을 가지

는 NR⨯1 가우시안 잡음 벡터, 벡터 x는 데이터 벡

터를 리코딩하여 얻어지는 송신벡터이다. 

격자 감소 기법을 실수 차원에서 용하기 때문에, 식 

(1)에서 복소 값을 가지는 시스템 모델을 식 (2), (3)

과 같이 실수 값을 가지는 등가 모델로 표 한다.

  

( ) ( )
,

( ) ( )
ℜ −ℑ⎡ ⎤

= ⎢ ⎥ℑ ℜ⎣ ⎦

H H
H

H H        (2)

     

( ) ( ) ( )
,  ,  ,

( ) ( ) ( )
ℜ ℜ ℜ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤

= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ℑ ℑ ℑ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

y x n
y x n

y x n  
(3)

여기서, 2 2R TN N×∈H , 
2,  RN∈y n , 

2 TN∈x  

이다.

Ⅲ. Seysen 알고리즘

격자(lattice) L(H)을 기  벡터(basis vector) 

1 2 2, , ...,
TN

h h h 로 정의 한다면, L(H)*=(L(H)-1)T의 

계를 가지는 격자 L(H)의 듀얼격자 L(H)*는 

* * *
1 2 2, , ...,

TN
h h h 의 기  벡터로 정의 된다. 여기서, 

hi는 채  행렬 H의 i-번째 열을 의미하며, 각 격자

의 기  벡터는 다음의 특성을 만족한다.
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그림 2. Seysen Greedy 알고리즘

      
*

*

( , ) 1, for 
( , ) 0, otherwise

i j

i j

i j ⎫= = ⎪
⎬= ⎪⎭

h h
h h          (4)

Seysen 알고리즘은 이러한 격자 L(H)와 듀얼격

자 L(H)*를 동시에 이기 한 알고리즘이다[7]. A

와 A*를 각각 L(H)와 L*(H)의 이차형식 (quadratic 

form)이라고 하면, A=HTH의 계 즉, 식(5)와 같

이 A의 요소 aij는 기  벡터 hi와 hj의 내 과 같다.

      

* * * *

[ ] [( , )]
[ ] [( , )],

                   for 1 , 2

ij i j

ij i j

T

a
a

i j N

= =

= =
≤ ≤

A h h
A h h

 
(5)

 

행렬 격자 L(H)의 기 를 채 행렬 H로 정의하면, 

L(H)의 다른 기  H는 다음과 같이 표  된다.

                  =H HT                (6)

여기서, T는 unimodular 특성을 가진 행렬 즉, 

행렬식 (determinant)이 ±1인 2NT⨯2NT정수 행렬 

이다
[8]. 식(5)로 부터 H의 이차 형식은 다음과 같다.

              T=A T AT                (7)

이차형식 A에 하여 Seysen measure는 다음과 같

이 정의한다.

    

2 2 22
, ,

1 1
( )

t tN N

i i i i i i
i i

S a a∗ ∗

= =

Ω = =∑ ∑ h h      (8)

Seysen measure값은 채  행렬 H의 각 열

(column)이 직교(orthogonal)인 경우에 최소값을 가

지게 되고 그 값은 2NT와 같다. 즉, Seysen meaure

값이 최소의 값이 되었다면 기 는 직교에 가까운 

상태로 바 었다는 것을 의미하며, 이는 다음과 같

이 표 할 수 있다.

  ( ) ( ) for all  TS S≤A T AT T       (9)

이 조건에서 기  H는 S-reduced되었다고 한다. 

주어진 기  H동안 최 의 변환행렬 T를 구하기 

하여 변환 행렬 T를 다음과 같이 정의한다.

, 2 , ,  

1 only ( , ) pair
[ ] ,

0 otherwise

ij

Ti j N ij ij

ij

i j

i j
u u

λ λ λ= + ≠ ∈

⎧
= = ⎨

⎩

T I U

U
       (10)

여기서, 는 2NT-차원의 단 행렬을 의미하며, 

Uij는 하나의 요소만 0이 아닌 행렬, 
ij
ij
λT 는 단 행

렬에 0이 아닌 요소 하나만을 추가로 가진 행렬이 

되고, 는 다음과 같은 값을 가진다.

    

*
, ,

*
, ,

1
2

i j i j
ij

j j i i

a a
round

a a
λ

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= ⋅ −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
       (11)

여기서, 는 선택된 (i, j)에서 최소의 Seysen 

measure를 가지게 한다[8].

식(10)에서 정의한 
ij
ij
λT 를 H의 오른쪽에 곱함으

로써, j j ij iλ′ = +h h h 와 같은 격자 감소가 행하여

진다. 
ij
ij
λT 변환 행렬을 구하는 과정은 복잡한 과정

이 아니므로, 이를 이용한 연속 인 격자 감소 과정

을 고려 할 수 있고, 더 이상 Seysen measure 값을 

일 수 없을 때, 즉, 다음과 같은 조건을 만족할 때,
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그림 3. LRA 리코딩 기법

( ) 1 , 2
( ) ( ) ,

  
ij ij TT
ij ij

ij

for i j N
S S

for
λ λ

λ
≤ ≤

≤
∈

A T AT     (12)

이차 형식이 S2-reduced되었다고 한다. 이 과정 

동안의 모든 
ij
ij
λT 를 곱함으로써, 구하고자 하는 변

환 행렬 T가 구해진다.

     ,  1ij
ij

k

for kλ= ≤ < ∞∏T T       (13)

지 까지 설명한 SA에서 먼  계산될 (i, j)를 선

택하는 것이 SA의 체 복잡도에 상당한 향을 

미칠 것이라는 것은 자명하다. 따라서 최 의 순서

 (i, j)를 선택하는 방법은 매우 요하며, SA는 

이러한 순서 을 선택하는 방법에 따라 Lazy 알고

리즘과 Greedy 알고리즘으로 구분된다.

Lazy 알고리즘은 ≠인 임의의 순서 을 선

택하여, 이차형식 A 행렬이 S-reduced될 때까지 반

복 으로 SA 기법을 수행하는 것이다. 반면에, 

Greedy 알고리즘은 Seysen measure 값을 가장 많

이 일 수 있는 순서  (i, j)를 아래의 식 (14)와 

같이 정의되는 ∆ 값을 이용하여 선택하는 것이다. 

( )( , , ) ( ) ( )ij ijT
ij iji j S Sλ λλΔ = −T AT A     (14)

여기서, ∆ 값은 항상 ∆≤ 조건을 만족하며, 

최소의 ∆값을 가지는 순서  (i, j)는 Seysen 

measure 값을 가장 많이 인다. 이러한 Greedy 알

고리즘은 ∆값을 구하기 한 연산량의 증가를 가

져오지만, SA 기법을 통하여 변환 행렬 T를 구하기 

한 계산 반복수를 임으로써, 체 SA 기법의 

연산 복잡도를 감소시킨다
[8],[9].

Seysen Greedy 알고리즘의 실행은 그림 2에 나

타내었다.

Ⅳ. SA를 이용한 Lattice Reduction-aided 
리코딩

제안된 LRA 리코딩의 기본 인 개념도는 그림 

3에 나타낸다. 격자 감소기법을 기존의 리코딩 기

법에 용하기 하여, 식 (15)에서 표 되는바와 

같이 치 채  행렬인 H
T에 격자 감소 기법을 

용한다. 

                  T=H T H               (15)

여기에서 H는 채  행렬 H보다 행 방향(row-wise)

으로 보다 높은 직교성을 가지는 행렬이고, T는 식

(4)에서 언 한 unimodular 특성을 가지는 변환 행

렬이다. 선형 리코딩 기법은 채  상태가 좋지 않

은 경우, 잡음 증폭으로 인하여 요구되는 송신 력

이 증가한다. 이러한 잡음 증폭을 방지하기 하여 

LRA 리코딩 기법은 채  행렬 H가 아닌 격자 

감소기법이 용된 H에 기존의 리코딩 기법을 

용한다. 본 논문에서는 SA 격자 감소기법을 ZF 

(channel inversion)과 MMSE (regularized channel 

inversion) 리코딩 기법에 용하 다.

4.1 SA 격자 감소기법이 용된 ZF 리코딩

Channel inversion 기법은 송될 신호를 채  

행렬의 의사 역행렬 (pseudo-inverse)을 이용하는 

ZF 필터 방식의 표 인 선형 리코딩 기법이다. 

리코딩된 신호 벡터는 x=Ws와 같이 정의되며, 여

기서 W는 다음 식 (16)과 같다.

     ( )

-1

T
1T

,

Nwhere
trace

β

β −

=

=
⋅

W H

H H     
(16)

식 (16)에서, scaling 인자 β 는 체의 송신 

력을 정해진 값 NT로 제한하기 하여 사용된다. 

수신단에서 scaling 인자 β 로 수신 신호를 나 어 

으로써, 신호를 복구 한다. ZF 리코딩은 다  

사용자 MIMO 시스템의 경우에 사용자간 간섭을 

완벽하게 제거할 수 있으나, 채  환경이 좋지 않은 

경우 심각한 잡음 증폭이 일어난다. 따라서 ZF 

리코딩을 용하기 에 격자 감소기법을 사용하여 

채  상태를 보다 높은 직교성을 가지게 한다면, 

scaling 인자 β 값의 큰 감소를 가지고 올 수 있고, 

이는 결과 으로 잡음 증폭을 막아, 송신 력을 감

소시킨다. SA 알고리즘은 LLL 알고리즘에 비하여, 

보다 높은 직교성을 가지는 기  벡터를 생성하기 

때문에, LLL 알고리즘이 용된 LRA 리코딩에 
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그림 4. SA와 LLL 격자감소 기법에 의하여 감소된 채  
행렬 condition number의 cdf 

비하여 BER 성능의 증가를 얻어낸다. 

4.2 SA 격자 감소기법이 용된 MMSE 리코딩

Regularized channel inversion 기법은 송신 력

을 이기 하여 ZF 필터가 이닌 MMSE 필터 방

식을 사용하여, 어느 정도의 사용자간 간섭을 허용

하는 반면에, ZF에서 발생하는 잡음 증폭을 감소시

킴으로써 체 인 BER 성능을 최 화 하는 선형 

리코딩 기법이다. Ⅳ.1에서 설명한 것과 마찬가지

로 보다 높은 BER 성능을 얻기 하여 격자 감소 

기법을 용한다. 먼 , 확장된 채  행렬을 이용한 

MMSE 필터 사용을 하여 채  행렬을 다음과 같

이 확장한다.

             [ ]Mex real σ=H H I          (17)

 식에서 σ 는 잡음의 표 편차이다. SA 알고

리즘은 식 (18)에서처럼 
T
exH 에 용되어 보다 높은 

직교성을 가지는 채  행렬 H를 구하며, 

T
ex=H T H               (18)

식 (18)로부터 얻어진 H채  행렬에 선형 MMSE 

리코딩 기법이 용된다. 이 과정은 다음과 같이 

표 된다.

{ }

-T

T

at Txside

at Rx side,

, (1: / 2)

ˆ
ex

Nβ

β

′ ′= =

⎫= + = ⎪
⎬

= ⎪⎭

†

†

x H s x x

y Hx n HH T s

s T y
    (19)

여기서, 
†( )⋅ 는 의사 역행렬을 의미하며, N은 2⨯

NT와 같다. 한, x는 x'의 N/2번째 까지의 요소로 

구성된 벡터를 의미한다. 제안된 SA 격자 감소기법 

기반의 MMSE 리코딩 기법은 송신 력의 상당

한 감소를 얻어 내며, 이를 통하여 BER 성능을 향

상시킨다.

Ⅴ. 모의실험 결과

본 장에서, 기존의 LLL 알고리즘과 본 논문에서 

설명된 SA의 격자 감소 기법을 ZF, MMSE와 같은 

선형 리코딩 기법에 용하여, 얻어지는 BER 성

능을 비교․분석한다. 모의실험에서는 4개의 송신 

안테나를 가진 단일 기지국과 1개의 안테나를 가진 

4명의 다  사용자가 통신하는 다  사용자 MIMO 

시스템을 구성한다. 송되는 심볼은 4QAM 변조 

기법을 사용하며, 기지국은 완벽한 채  정보를 추

정하 다고 가정한다.

그림 4는 원래의 채  행렬, LLL 알고리즘과 

SA 격자 감소기법 용 후의 채  행렬의 상태를 

비교하기 한 조건 수 (condition number)의  

분포 함수 (cdf: cumulative distributed function)이

다. 조건 수는 다음과 같이 정의된다.

max

min

( )( ) 1
( )

σκ
σ

= ≥
HH
H            (20)

여기서, σmax(H) 와 σmin(H)는 채  행렬 H의 고

유치 (singular value)  최댓값과 최솟값을 의미한

다. 조건 수가 1에 가까울수록 채 은 보다 높은 직

교성을 가지며
[10], 이러한 채  환경에 선형 리코

딩 기법을 용할 경우, 일반 으로 선형 리코딩 

기법에서 발생하는 잡음 증폭을 상당량 감소시킨다. 

반면에, 조건 수가 커질수록 채  상태는 나빠지며, 

이는 심각한 잡음 증폭 문제를 유발한다. 그림 4에

서와 같이 SA 격자 감소 기법은 LLL 알고리즘 보

다 높은 직교성을 가지는 채  행렬을 구성할 수 

있으며, 원래의 채 에 비하여 매우 좋은 환경의 채

을 구성한다. 이는 SA 격자 감소 기법을 통하여 

LLL 알고리즘에 비하여 보다 높은 BER 성능 향상

이 가능함을 입증한다. 

그림 5는 같은 모의실험 환경에서 LLL 알고리즘

이 용된 LRA 리코딩 기법과 SA가 용된  
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그림 5. LRA 선형 리코딩 기법의 BER 성능 비교 

LRA 리코딩 기법의 BER 성능을 나타낸다. LLL 

기반 LRA 리코딩 기법의 경우, ZF 리코딩 기

법에 비하여 target BER 10
-2에서 약 7.5dB의 BER 

성능 이득을 얻으며, 본 논문에서 제안된 SA 기반 

LRA 리코딩 기법은 4⨯4 시스템에서 기존의 LLL 

기반 LRA 리코딩 기법의 약 92%에 해당하는 연

산 복잡도를 가지고
[9], target BER 10-5에서 약 0.5dB

의 성능을 향상시킨다.

Ⅵ. 결  론

본 논문에서는, 다  사용자 MIMO 시스템에서 

SA 격자 감소기법을 용한 LRA 리코딩을 제안

하 다. LLL 알고리즘과 본 논문에서 설명한 SA는 

기존의 선형 리코딩 기법에 용되어 LRA 선형 

리코딩 기법을 구성한다. 이러한 LRA 선형 리

코딩 기법은 target BER 10
-2에서 기존의 ZF, MMSE

와 같은 선형 리코딩 기법에 비하여 각각 7.5dB, 

8dB 정도의 상당한 BER 성능 향상을 얻는다. 

한, SA 격자 감소기법은 LLL 알고리즘에 비하여 

보다 높은 직교성을 가지는 채  행렬을 생성하기 

때문에, LLL 알고리즘을 신하여 LRA 리코딩 

기법에 용한 경우, BER 성능을 더욱 향상 시킨

다. 결과 으로, SA 기반의 LRA 리코딩은 LLL 

기반의 LRA 리코딩보다 은 연산양으로 높은 

성능 향상을 보장하며, 다  사용자 MIMO 시스템 

환경에서 LRA 리코딩 용시에 격자 감소기법으

로서 SA는 효율 인 알고리즘임을 알 수 있다. 
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