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요   약

잘 알려진 매트릭스 팬슬 방법은 정적이지 않은 환경 및 주파수가 같은 다중경로 신호가 존재 할때도 동작하

는 입사각 추정방식이다. 매트릭스 팬슬방식은 기존의 공분산행렬을 사용한 방식보다 더 좋은 분해능을 보여 줄 

뿐 아니라 계산량의 측면에서도 매우 효과적이다.

본 논문에서는 매트릭스 팬슬 방식의 계산 과정에서 발생되는 데이터의 가중치가 균형이 맞지 않음으로써 생기

는 영향에 관해 기술한다. 데이터의 균형이 맞는 새로운 방식의 매트릭스 팬슬 방식을 제안하고 데이터의 불균형

을 해소할 수 있음을 보여주었다.
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ABSTRACT

Matrix Pencil method is one of the promising method to estimate DOA in non-stationary, multi-path coherent 

environment. Not only the Matrix Pencil Method offers better resolution than the conventional approach using 

covariance matrix, but also it is computationally very efficient.

In this paper, we presented an effect of unbalanced data weighting in the formulation of the Matrix Pencil 

method. A new formulation has been suggested to mitigate the effect of unbalanced data weighting. Numerical 

simulation demonstrated that the proposed method can successfully eliminate the problem of unbalanced data 

weighting.
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Ⅰ. 서  론

많은 종류의 입사각 추정 알고리즘들이 정확도를 

늘리고 또한 계산량을 줄이고자 개발 되었다. MUSIC 

(Multiple Signal Classification), Root-MUSIC 그리

고 ESPRIT (Estimation of Signal Parameters via 

Rotational Invariance Techniques) 과도 같은 방법들

은 입력신호의 공분산행의 고유치 문제에 기반을 둔 

입사각 추정 방법들이다.

Schmidt가 제안한 MUSIC 알고리즘
[1]은 입력 공분

산 행렬(input covariance matrix)의 고유구조(eigen 

structure)를 이용한 고 정밀 다중신호 분류법(high 

resolution multiple signal classification technique)이

다. 또한 MUSIC은 입사신호의 수, 각 신호의 입사각, 

입사신호간의 크기와 상호상관, 잡음전력에 관한 정보

를 제공하는 신호파라미터 추정 알고리즘이다. 이 방

법은 희망신호에 의한 고유벡터(eigenvector)와 잡음

신호에 의한 고유벡터가 서로 직교한다는 성질을 이
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용하여 전 방위각에 대한MUSIC 스펙트럼을 구성하

고, 이를 최대로 하는 방위각을 구하여 입사각 추정을 

한다. 

Barabell이 제안한 Root-MUSIC 알고리즘
[2]은 

MUSIC 스펙트럼에 대응하는 MUSIC 다항식의 근을 

구하여 입사각을 추정한다. Root-MUSIC 알고리즘은 

MUSIC 알고리즘의 방위 분해능을 향상시키지만 어

레이 센서의 개수 두배 정도의 차수를 갖는 다항식의 

해를 구하기 때문에 센서의 개수가 많은 경우 MUSIC 

알고리즘보다 많은 계산 시간이 요구된다.

Roy가 제안한 ESPRIT 알고리즘
[3,4]은 MUSIC 알

고리즘의 계산과 저장상의 조건을 크게 감소시키고 

입사각을 판별하기 위해 스티어링 벡터로 전역 탐색

을 하지 않는다. 그리고 MUSIC 알고리즘과 달리, 

ESPRIT 알고리즘은 어레이 매니폴드 벡터를 정확히 

알 필요가 없다. ESPRIT 알고리즘은 안테나 어레이

가 서로 직선(fixed translational) 거리만큼 떨어진 두 

개의 서브어레이(subarrays)의 해당소자들로 구성된 

크기가 같고 동일한 두 서브어레이로 분해할 수 있는 

구조를 가지게 하면 효과적인 장점을 살릴 수 있다. 

즉, 어레이가 변위 불변성을 가져야 하고 안테나들은 

동일한 거리에 짝지어 있어야 한다. 결국 ESPRIT 알

고리즘의 핵심은 안테나 어레이의 직선 변위 불변성

(translational invariance)으로 야기된 신호부분공간

(signal subspace)의 회전 불변성(rotational invariance)

을 이용한 것이다. 

매트릭스 팬슬을 이용한 알고리즘은 복소 지수들

(complex exponentials)의 합으로 나타내어지는 신호

파라미터들의 추정과 입력되어지는 매트릭스 팬슬의 

고유치분해를 이용한다. “Pencil”의 어원은 1960년도

에 Gantmacher에 의해 정의되었다
[5]. Sarkar 등은 [5-8]

는 최초로 이 수학적 모델을 MPM(matrix pencil 

method) 라는 방법으로 복소함수의 지수를 구하는데 

사용하였다. 매트릭스 팬슬을 이용한 대표적인 Sarkar

의 이 방법은 신호의 고유치를 이용하여 지연을 고려

함으로써 잡음 성분을 널스페이스(Null space)로 매핑

하는 방식이다. 즉, 매트릭스 팬슬 방법은 공분산행렬

이 아닌 Pencil 행렬을 고유치 분해를 사용하여 복소

함수의 파라미터들을 구하는 방법이다. 이 방식은 환

경이 정적이지 않고, 주파수가 같은 다중경로 환경에

서도 잘 동작하고 또한 계산과정도 경제적이므로 다

른 방식들에 비하여 우위에 있다고 할 수 있다.

본 논문에서는 매트릭스 팬슬 방식의 계산 과정에

서 발생되는 데이터의 가중치가 균형이 맞지 않음으

로써 생기는 영향에 관해 기술한다. 데이터의 균형이 

맞는 새로운 방식의 매트릭스 팬슬 방식을 제안하고 

데이터의 불균형을 해소할 수 있음을 보여주었다. 2장

에서는 매트릭스 팬슬 방법의 유도과정이 간단히 기

술되어 있으며 3장에서는 데이터의 불균형 가중치를 

해결하는 방법에 대해 소개한다.

Ⅱ. Matrix Pencil 방법

배열안테나에 입사되는 신호의 지연시간 모델을 나

타내면 다음과 같다.

 





 






 (1)

여기서 =residues or complex amplitudes,

=Angular frequencies,


     for   ⋯ , 

  ⋯  

는 입사각성분이 포함되고, 신호의 주파수 f와 광

속 c에 의한 신호의 파장이 


, 안테나 사이의 간격이 

d인 


 이다. 따라서 각 를 구함으로써 

신호의 입사각을 찾을 수 있다. 여기서, 댐핑 팩터

(damping factor)는 중요하지 않기 때문에 고려하지 
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않았고, K 는 안테나에 입사하는 신호의 수, N 은 안

테나 수이다. (1)의 모델로부터 우리가 추정해야 할 

파라미터는 K와  , 이다.

잡음이 없는 데이터로부터, N개 안테나의 신호 데

이터를 이용한 (N-L)*(L+I) 데이터를 행렬 Y 와 행렬 

Y 에서 마지막 열과 처음 열을 제거한 (N-L)*L행렬 

 , 은 다음과 같이 구성할 수 있다.

여기서 L은 펜슬 파라미터이며 N/3과 N/2 사이의 

값으로 결정된다. 펜슬 파라미터 L은 데이터에 포함하

고 있는 잡음에 대해서 매우 효과적인 측정을 하기 때

문에 잡음이 포함된 데이터를 다룰 때 중요성을 알 수 

있다.

와 를 하나씩 풀어 쓰면 다음과 같다.

   (3)
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여기서,
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  ⋯,   ⋯ 

이다.

이제 매트릭스 팬슬 파라미터를 고려해서 다음과 

같이 정의할 수 있다.

          (5)

여기서    , for   ⋯일 때, 변수 

는 행렬 쌍인   의 일반적인 고유값들로 찾을 

수 있다. 의 해는 순차적인 고유값 문제로 풀 수 있다.

   (6)


   (7)

여기서 
는 의 More-Penrose Pseudo-inverse

이다.

즉, 
 






여기서 윗첨자 H는 공액복소 전치행렬을 의미한다.

결국   로 추정되면, 주파수 성분은 다음과 

같은 식을 통해서 알아 낼 수 있다.

    (8)

여기서 신호에 얼마나 많은 주파수 성분이 포함되어 

있는지 모르기 때문에 K를 결정하기 위해 다음과 같이 

Y 행렬을 singular-value decomposition(SVD)하면

    (9)

이고, U와 V는 unitary 행렬이고,  와  의 

고유벡터들을 만들면, 는 Y 의 singular value를 포

함하는 대각 행렬이 된다.

    (10)

변수 K를 선택하는 것은 이때에 이루어진다. 

singular values의 가장 큰 값을 보면, 일반적으로 K를 

넘어서면 singular values의 값은 0(zero)에 근접한다. 

여기서 변수 K 를 선택한다. Singular value 를 고

려하자면,




≈   (11)

이다. p는 정해진 신호의 중요한 임계값이다.

Ⅲ. Matrix Pencil 방식의 데이터의 불균형

식(3)에서 보면 를 구성할 때 사용되는 데이터

는 x(0), x(N-2)이 1회 x(1), x(N-3)이 각각 2회, x(2), 

x(N-4) 가 각각 3회로 어레이의 중간부로 갈수록 참조

의 회수가 높아짐을 관찰할 수 있다. 마찬가지로 식(4)

의 를 구성할 때 사용되는 데이터는 x(1), x(N-1)이 

1회 x(2), x(N-2)이 각각 2회, x(3), x(N-3) 가 각각 3
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그림 1. Array의 구조
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그림 2. 각 센서에 적용된 잡음의 가중치

회이다. 이것은 의도하지 않은 삼각 윈도우(triangular 

window)가 데이터에 추가된 것으로 볼 수 있다. 즉, 

어레이의 끝부분 데이터와 중간부분 데이터는 서로 

다른 가중치를 가지게 되므로 데이터의 불균형이 일

어난다. 이러한 의도하지 않은 데이터 불균형의 영향

을 확인하기 위하여 그림 1과 같은 21개의 센서를 가

지는 어레이를 고려한다. 각 센서의 거리는 반파장이

며 파필드 신호로 간주된 입사각은    로 설정 

하였다. 어레이의 중앙부에서 입력되는 데이터는 가장

자리의 데이터보다 더욱 많이 참조 되어 데이터의 불

균형을 초래한다. 이 불균형적인 데이터 가중치의 영

향을 보여주기 위하여 그림 2와 같은 분산을 가지

는 가우시안 잡음을 추가 하였다. 가우시안 복소 랜덤

변수 z는 식(12)로 정의되었다.

 

 









, (12)

 










,  

N=잡음의 크기,

여기서    는 각각 독립인 랜덤변수 x 

와 y의 확률밀도함수이다.

입사각은   인 하나의 입력신호 만 고려하므

로 입력신호 x(n)는 다음과 같이 표시될 수 있다. 

  
 




 
(13)

여기서 noise 는 랜덤변수 z 가 발생하는 신호이다.

그림2에서 표시된 'Noise 의 크기-(a)' 의 모양은 

삼각윈도우의 모양을 가정하였다.  삼각윈도우는 중간 

데이터의 가중치가 높은 경우로써 <그림2>의 'Noise

의 크기-(b)' 의 모양은 그의 쉬프트와 같다. 두 개의 

윈도우는 전력이 같음을 쉽게 관찰 할 수 있다. 만일 

데이터의 비대칭적 가중치에 따른 영향이 없다면 (a)

와 (b) 두 경우 모두 유사한 성능을 보여 줄 것이다.

그림 3은 매트릭스 팬슬 방식을 사용하였을 경우 

그림 2의 잡음을 입력신호에 추가하여 입사각 추정의 

오차를 그림 그림이다. 오차는 평균자승오차값(RMS)

으로 계산 되었다. 그림 3에서 보는바와 같이 SNR이 

변함에 따라 그림 2의 잡음윈도우-(a)가 잡음윈도우

-(b)보다 적은 오차를 보여줌을 알 수 있다. 그림 2의 

(a)와 (b) 입력 잡음의 크기는 같지만, 어레이의 불균

형적인 가중치가 더해짐으로써 그림 3과 같이 다른 

오차값을 가진다. 

본 논문에서는 이러한 불균형을 해소할 수 있는 매

트릭스 팬슬 방법을 고안하였다. 식 (3)과 (4)의 와 

 를 대치하여 다음과 같은 식을 사용 할 수 있다.

′ 








⋮

  


⋮

  






  × 

(14)

′′ 








⋮

  


⋮

  






  × 

(15)
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′ 










′ ′ ⋯ ′′ 
′ ′ ⋯ ′′
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

′  ′  ′  ′ ⋯ ′  
  ′ × ′          (16)

′ 










″ ″ ⋯ ″′ 
″ ″ ⋯ ″′
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″  ′  ″  ′ ⋯ ″  
  ′ × ′          (17)
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그림 3. Estimation of frequency error as a function of 
SNR
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그림 4. Estimation of frequency error using proposed 
method
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그림 5. 잡음윈도우가 없는 경우의 입사각 추정 

L‘ 은 팬슬 파라미터이며 일반 매트릭스 팬슬 방법

과 유사하게 정의할 수 있다. 식 (16)과 (17)에서는 모

든 데이터가 동등하게 참조되었다.

 ′ ′′   (18)

식 (18)은 식(5)와 같은 형태이며 나머지 유도과정

은 식(6)-(11) 과 같다.

제안된 알고리즘을 사용하여 식(13)의 신호를 생성

하여 입력 SNR에 따라 오차를 계산 하였다. 그림 4는 

제안된 알고리즘을 사용 하였을 때 오차를 나타낸다. 

그림 2의 잡음 윈도우 (a) 를 사용 하였을 때와 잡음

윈도우(b) 를 사용하였을 때의 오차를 표시한다. 알 

수 있다. 그림 4의 차이는 그림 3에서보다 잡음 윈도

우의 영향이 확연히 줄어든 것을 알 수 있다.

그림 5는 잡음 윈도우가 없는 경우의 보정된 메트

릭스 팬슬 알고리즘과 기존의 매트릭스 팬슬 알고리

즘을 비교한 결과이다. 잡음의 윈도우가 없는 경우는 

제안된 알고리즘이 기존 알고리즘과 유사한 결과를 

주는 것을 보여 준다. 결론적으로, 제안된 알고리즘은 

기존의 매트릭스 팬슬방식의 성능은 유지하면서 보다 

데이터를 공평하게 사용할 수 있는 방법이다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 입사각 추정방식으로 좋은 성능을 

가진 매트릭스 팬슬 방식의 데이터의 불균형에 관하

여 설명 하였다. 데이터의 불균형을 해소하고자 변형
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된 매트릭스 팬슬 방식이 제안되었으며 수치해석적 

시뮬레이션을 통하여 본 방법의 타당성을 보여주었다. 

제안된 알고리즘은 기존의 매트릭스 팬슬방식의 성능

은 유지하면서 데이터 불균형의 문제를 해소하고 데

이터를 공평하게 사용할 수 있는 방법이다.
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