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송신 상 된 일리 채 에서 리코더를 갖는 MIMO 

MMSE 수신기의 성능 분석

김 원 섭  

Performance Analysis of Precoded MIMO MMSE Receivers in 

Transmit-Correlated Rayleigh Channels

Wonsop Kim

요   약

이 논문에서는 송신 상 된 일리 페이딩 채 에서 리코더를 갖는 다  입출력 안테나 시스템이 고려된다. 

특히 최소평균제곱오차 수신기를 용한 다  입출력 안테나 시스템을 상으로 한다. 임의 행렬 이론에 기 하여, 

신호  간섭  잡음비의 확률 도 함수를 유도하기 한 정확하고 일반화된 식을 유도한다. 그리하여 은 수

의 송신  수신 안테나에 하여 정확한 폐쇄형 신호  간섭  잡음비의 확률 도 함수 식을 제안한다. 한, 

신호  간섭  잡음비의 확률 도 함수 식에 기 하여 폐쇄형 심볼 오류율 근사식을 제안한다. 제안하는 심볼 

오류율 분석결과는 오류 확률을 정확하게 측하거나, 시스템 디자인을 한 유용한 툴로서 사용될 수 있을 것으

로 상된다.
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ABSTRACT

In this paper, the multiple-input multiple-output (MIMO) system with a precoder is considered in the 

transmit-correlated Rayleigh channels. We specifically target the MIMO system employing the minimum mean 

square error receivers. Based on random matrix theory, we first present a direct and generalized formulation for 

deriving a probability density function (PDF) of the signal-to-interference-plus-noise ratio (SINR). Then, we derive 

the accurate closed-form SINR PDFs for a small number of transmit and receive antennas. Based on the SINR 

PDFs, tight closed-form approximations of the symbol error rate (SER) are derived. Our analysis suggests that the 

SER approximations can be used to accurately estimate the error probabilities or as a useful tool for the system 

design.   
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Ⅰ. 서  론

다  입출력 (multiple-input multiple-output, 

MIMO) 시스템은 모바일 통신뿐만 아니라 유도무  

기 검 등 다양한 무선통신 방법으로 연구가 진행

되어 왔다. MIMO 기법은 데이터 송률을 높이는 

것을 목 으로 하는 공간 다 화 (spatial 

multiplexing, SM) 기법과 데이터 신뢰도를 높이는 

것을 목 으로 하는 송 다양성 (transmit 

diversity) 기법으로 나  수 있다
[1]

. 본 논문에서는 

최소평균제곱오차 (minimum mean square error, 

MMSE) 수신기를 갖는 SM 시스템을 상으로 한

다
[2]

.

모바일 통신  유도무기 검을 한 MIMO 
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MMSE 수신기의 송신 신호는 리코더 (precoder) 

를 이용하여 최 화될 수 있다
[3-7]

. 기존 연구결과에

서는 송신  수신단에서 완벽한 채  정보 

(channel state information, CSI) 를 가정하 다[3,4]. 

최근에는 송신 (transmit, Tx)  수신 (receive, Rx) 

상  행렬 (correlation matrices) 이 송신단에만 이

용 가능하다고 가정하 고, 최 의 리코더의 좌측 

고유벡터 (eigenvector)는 Tx 상  행렬의 고유벡터

와 일치한다고 연구되었다[5-7]. 

상 이 없는 일리 채  (uncorrelated Rayleigh 

channels) 에서 MIMO MMSE 수신기를 한 신호 

 간섭  잡음비 (signal-to-interference-plus-noise 

ratio, SINR) 의 확률 도 함수 (probability 

density function, PDF) 와 심볼 오류율 (symbol 

error rate, SER) 이 은 수의 Tx  Rx 안테나 

상황에서 유도되었다
[2]

. 송신 상 된 일리 채  

(transmit-correlated Rayleigh channels) 에서는 다

양성이 결합된 MIMO MMSE 수신기에 하여 

SER이 유도되었다
[8]

. 그러나 [8]은 SINR PDF에 

해서 다루지 않았다. 한 송신 상 된 일리 채

에서 MIMO MMSE 수신기의 SINR PDF가 

Gamma 는 generalized Gamma 분포 

(distribution) 로 근사화되는 것으로 연구되었다
[9]

. 

그리하여  분포를 이용하여 비트 오류율 (bit 

error rate, BER) 근사식이 유도되었다[6]. 그러나 이 

BER 근사식은 근사화된 SINR PDF 분포를 이용하

기에 정확성이 떨어지는 단 이 있다
[6]

.

본 논문에서는 모바일 통신  유도무기 검을 

하여 송신 상 된 일리 채 에서 리코더를 

갖는 MIMO MMSE 수신기를 고려한다. 수신단에

는 완벽한 CSI를 가정하며, 송신단에는 Tx  Rx 

상  행렬만 이용 가능하다고 가정한다. 임의 행렬 

이론 (random matrix theory) 에 기 하여, 근사화

된 분포를 이용하지 않고 SINR PDF를 유도하기 

한 정확하고 일반화된 식을 유도한다. 그리하여 

은 수의 Tx  Rx 안테나에 하여 정확한 폐쇄

형 (closed-form) SINR PDF를 유도한다. 한 유

도한 SINR PDF  Gaussian Q-function 근사식[2]

을 이용하여 폐쇄형 SER 근사식을 유도한다.

본 논문의 구성은 다음과 같다. II장에서는 시스

템 모델에 하여 살펴본다. III장에서는 SINR PDF

를 유도하기 한 정확하고 일반화된 식을 유도하

고, 은 수의 Tx  Tx 안테나에 하여 SINR 

PDF를 유도한다. 한 모의 실험을 통하여, 제안한 

SINR PDF와 기존 식을 비교한다. IV장에서는 폐

쇄형 SER 근사식을 유도하고, 모의 실험을 통하여 

제안하는 SER 근사식과 기존 식을 비교한다. 마지

막으로 V장에서는 결론을 맺는다.

Ⅱ. 시스템 모델

본 장에서는 리코더를 갖는 MIMO MMSE 수

신기의 시스템 모델에 해서 설명한다.  Tx  

  Rx 안테나 ( ≥) 를 갖는 point-to-point 

MIMO 시스템을 가정한다. 한  송신 스트림 

(stream) 은 Gray 코드화된 M-ary quadrature 

amplitude modulation (M-QAM) 을 이용한다고 가

정한다. 그러면  × 수신신호 벡터는 다음과 같

이 모델링될 수 있다.

  yHR Fsn            (1)

여기에서 채  행렬은 Tx 상  행렬 R 과 

independent and identically distributed (i.i.d.) 

complex Gaussian 행렬 H∼ ×
I⊗I 로 이루어져 있고, s ⋯ 는 


   를 갖는 송신신호 벡터이고, 잡음 

벡터 n∼ ×I   이고, F  는  × 

리코더 행렬이고, superscript T 는 transposition

을 의미하고, ∙ 는 평균을 의미한다. 리코더 

행렬은 다음과 같이 쓸 수 있다[5,7].

                FV                (2)

여기에서  × unitary 행렬 V는 선형 리

코더 (linear precoder) 이고,  × 각선 행렬 

 diag⋯ 는 송신 스트림의 워를 결정하

고,   이며, 




 이다. 신호  잡음비 

(signal-to-noise ratio, SNR) 는 로 정의

된다. HHR V로 정의하자. 그러면 MMSE 수

신기는 다음과 같이 표 된다
[12]

.

           HH Ih           (3)

여기에서 superscript H 는 conjugation  

transposition을 의미하고,   
이고, 
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이고, h는 H의 k번째 행이고, H

는 k번째 행을 제거한 H이고, 는 k번째 행과 k

번째 열을 제거한 이다. (3) 을 (1)에 용하면 다

음과 같은 식을 얻는다.

 


yh 
   


≠


h  n

 (4)

여기에서 는 간섭  잡음비 부분으로 정의된

다. 그러면, k번째 스트림을 한 SINR 는 아래

와 같이 표 될 수 있다
[12]

. 

 

          hHH I
h      (5)

본 논문에서 Tx 상  행렬은 임의로 정의될 수 

있으나, 로서 exponential correlation model
[13]

을 

고려한다. 그러므로 R 의 (i, j) 원소는 아래와 같이 

주어진다.

         R      ,  ∈           (6)

Ⅲ. SINR의 분포

H의 상  행렬을 BHH VR V와 

GHH  I로 정의하자. R 의 eigenvalue 

decomposition (EVD)은 아래와 같이 쓸 수 있다.

                R  UU               (7)

여기에서 U는  × unitary 행렬이고, 는 

 × 각선 행렬이다. 최  에르고딕 용량 

(maximum ergodic capacity) 기
[5,7]

  MMSE 기
[5]에 하여 최 의 리코딩 행렬 Fopt는 아래와 

같이 주어진다. 

                Fopt U             (8)

(8)로부터 Bopt UR U와 Gopt  I를 얻

을 수 있다. Multivariate Normal 분포의 특성
[14]

으

로부터 H  h는 아래와 같이 쓸 수 있다.

      H∼  × I⊗Bopt     (9)

      hH  h∼ ×I       (10)

여기에서 Bopt는 k번째 행과 k번째 열을 제거한 

Bopt이고, 는 Bopt의 (k, k) 원소이다. 

 안의 HH의 EVD는 아래와 같이 쓸 수 

있다.

         HH QQ       (11)

여기에서 Q는  ×  unitary 행렬이고, 는 

 ×  각선 행렬이며, 양의 고유값 를 갖는 

는 아래와 같다. 

      
  diag⋯  

  

⋯ 
     (12)

[2, Eq, (10)]과 같이, 에 QQ를 교체하면 

아래와 같은 식을 얻을 수 있다.

       QhI


Qh

 


 


 









 







      (13)

여기에서 Qh  ⋯ 이다. Q는 

unitary 행렬이기 때문에, h와 Qh는 같은 통계

인 특성을 갖는다. 그러면 과 를 각

각 ⋯ 가 주어진 (13)의 첫 번째  두 

번째 부분의 conditional PDF라고 하자. 
은 두 

Gaussian 임의 변수 (random variable, RV)의 제곱

의 합이므로, 
은 평균 와 분산 

 을 갖는 

exponential 분포가 된다. 그러므로 첫 번째 부분 

는 exponential 분포의 선형조합이 된다. 

에 [2, Lemma 1]을 용하면, 아래와 같은 

식을 얻을 수 있다.





 


 


≠

 



   


  


(14)

여기에서  

이다. 는 


을 곱한 

exponential 분포를 갖는 RV의 합이므로, 아래와 
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같이     degrees of freedom을 갖는 

chi-square 분포로 표 될 수 있다.

       
 












    (15)

여기에서   이다.   ⋯

 이 주어졌을 때, 와 의 

convolution을 통하여 의 conditional PDF는 아래

와 같이 표 된다.

       ×   ⊗       (16)

여기에서 ⊗는 convolution을 의미한다. 

HH의 unordered 의 joint PDF는 

아래와 같이 쓸 수 있다
[13,15]

.

 
 



 



 

 
 

 




  

       × EV


 


        (17)

여기에서   ⋯ 는 
Bopt의 

고유값이고,  ⋯    이며, E
와 V 는 각각 아래와 같이 정의된다. 

E   


 

,      ⋯   (18)

  V   ,       ⋯   (19)

(17)에서 HH의 고유값의 joint 

PDF는 HH의 고유값의 joint PDF와 

동일하며
[13]

, H∼  × I⊗

Bopt이며[14], (17)은 

Bopt≠ I 
이다

[15]
.

(14)-(17)을 이용하면, 의 정확하고 일반화된 

PDF는 아래와 같이 쓸 수 있다.

×


∞

⋯


∞

 ×  (20)

여기에서    ⋯  이다. (17)은 

V
 
  의 곱을 포함하고 있기 때

문에,  ×  MIMO 시스템의 의 일반 인 

PDF는 유도하기 힘들다. 그러나 특정한   

을 한 의 PDF는 유도할 수 있다. 은 수의 

  을 한 의 폐쇄형 PDF는 아래와 같이 

유도된다.

×






  
     (21)

×








  
  

      (22)

× 











   

                (23)

×








  
            

         



   
 






 (24)  

×
 

  












   

   
        (25) 

×







 



 
 






  

×        (26)

여기에서    
  이며, 

    
  

  


이며,    이며,  

이며,    이며,  


 

 이며,   
 

 이다.

그림 1과 2는 × MIMO 시스템에서  과 

  스트림의 SINR PDF를 각각 보여 다. 그림 

1과 2에서 ≈,  ,  ,  dB , 그

리고  I를 사용하 다. 한 Analytical 곡선은 

(24)로부터 얻었다. 그림 1과 2는 Analytical 곡선이 
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Monte Carlo (MC) 시뮬 이션 곡선과 잘 일치함을 

보여 다. ≈일 때의 Analytical 곡선은 상 이 

없는 일리 채 에서 리코더를 갖지 않는 

MIMO MMSE 수신기의 곡선[2]과 잘 일치함을 보

여 다. 참고로 (17)은 
Bopt≠ I 이므로, 

 I일 때 R  ≠ I이다. 즉  I를 이용하면, 

≠이어야 한다. 한 그림 1과 2는 SINR의 평

균과 분산이 상 에 따라 변화함을 보여 다.

Ⅳ. SER 성능 분석

Gaussian Q-function 근사식 ≃





 




 [2]을 이용하여, M-QAM 시스템의 심볼 

오류 확률은 아래와 같이 근사화될 수 있다
[2]

.

×≃
  





 







   

                   (27)

그러면, k번째 스트림의 평균 SER은 아래와 같

이 거의 정확하게 근사화될 수 있다.

×
 



∞
× ×

 ≃

×
  


×
     (28)
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0
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0.5

0.6

SINR

P
D

F 
f 2 

x 
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Analytical
MC simulation
Ref. [2]

a: ρ ≈ 0
b: ρ = 0. 5
c: ρ = 0. 9

a

b

c

그림 1.  dB일 때 × MIMO 시스템에서   
스트림의 SINR PDF                        
Fig. 1. SINR PDF of stream   in the × 

MIMO system at  dB
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Analytical
MC simulation
Ref. [2]

b

c

a: ρ ≈ 0
b: ρ = 0. 5
c: ρ = 0. 9

a

그림 2.  dB일 때 × MIMO 시스템에서   
스트림의 SINR PDF 
Fig. 2. SINR PDF of stream   in the × 

MIMO system at  dB

여기에서   
 이고, 

 


이고,  


이고, 

×
 ∙은 moment generating function (MGF) 

으로서 아래와 같이 정의된다. 

    ×
 



∞


 ×      (29)

유도된 SINR PDF를 이용하면, 은 수의   

을 한 폐쇄형 MGF는 아래와 같이 유도된다.

×
 




     (30)

×
 






  

(31)

×
 

 
  

 





  


       (32)      

×
 




 










 



  

                       (33)

×
 

 
  









   


   (34)
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×
 

 
 



 
 





   

                           
×           (35)

여기에서    
  

이고,    
 

  
이

고 ,   


 


  이 고 , 

는 exponential integral function이며, 

는 아래와 같이 정의된다.

 


∞




             (36)

높은 SNR 구간 (→∞) 에서 MGF (30)을 고

려해보자.  


이므로, →∞일 때 →를 

얻는다. 그러면, 아래와 같이 (37) 을 얻을 수 있다.

×
  lim

→∞


×
 




 

 

  

          





 






         (37)

(31)-(35)를 고려하고 유사한 차를 활용하면, 

×
 는 아래와 같이 정의된다.

×
  lim

→∞


  

×
 

       (38)

그러므로 높은 SNR에서  ≤ 를 한 

MGF는 아래와 같이 표 될 수 있다.

×
∞  

  ×
        (39)

(28)에 ×
∞ 로 교체하면,  ≤ 를 한 

높은 SNR의 SER은 아래와 같이 표 된다.

×
∞ 

 
 

  

×
   

 ×
 

        (40)

 ≤ 에서, 리코더를 갖는 MIMO MMSE 

수신기는 송신 상 된 일리 채 에서 

  의 diversity order를 갖게 된다. 

한 (14)-(20), (28), (38)로 부터, (40)은 임의의 큰 

  로 확장될 수 있다.

그림 3과 4는 각각 Set 1    

diag과 Set 2     diag를 

이용했을 때 × MIMO 시스템의 SER 결과를 

보여 다. 이 그림에서 각각 16-QAM을 이용하

다. 근사값 곡선 (Approx.) 은 (33)을 (28)에 용

하여 얻었다. 
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그림 3. SET 1에서 16-QAM을 이용한 × MIMO 
시스템의 k번째 스트림의 SER
Fig. 3. SER of each stream k in the × 
MIMO system with 16-QAM at Set 1
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그림 4. SET 2에서 16-QAM을 이용한 × MIMO 
시스템의 k번째 스트림의 SER
Fig. 4. SER of each stream k in the × 
MIMO system with 16-QAM at Set 2

높은 SNR 근사값 곡선 (Approx. (high SNR)) 

www.dbpia.co.kr



한국통신학회논문지 '13-07 Vol.38A No.07

558

은 (33)을 (38)에 용한 결과를 (40)에 용하여 

얻었다. 그림 4는 낮은 SNR에서  일 때의 제

안하는 Approx. 곡선이 MC 시뮬 이션 보다 약간 

아래에 있는 것을 보여 다. 그러나 그림 3과 4로

부터 모든 Approx. 곡선이 MC 시뮬 이션과 일반

으로 잘 일치함을 알 수 있다. 한 Approx. 곡

선은 높은 SNR에서 Approx. (high SNR) 곡선과 

잘 일치함을 보여 다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 송신 상 된 일리 채 에서 

리코더를 갖는 MIMO MMSE 수신기의 성능을 분

석하 다. 먼 , SINR PDF를 유도하기 한 정확

하고 일반화된 식을 제안하 다. 그리고 은 수의 

  에 하여 정확한 폐쇄형 SINR PDF 식

을 유도하 다. 한 유도한 SINR PDF 식  

Gaussian Q-function 근사식을 이용하여 폐쇄형 

SER 근사식을 유도하 다. 제안하는 SER 분석결과

는 오류 확률을 정확하게 측하거나, 시스템 디자

인을 한 유용한 툴로서 사용될 수 있을 것으로 

상된다.    
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