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일반화된 TQAM의 비트 오류 확률

조 경 국 °

Bit Error Rate of Generalized Triangular QAM

Kyongkuk Cho °

요   약

직교 진폭 변조 (QAM)은 현재 유무선 통신 시스템에서 널리 사용되고 있다. 본 논문에서는 정방형 QAM, 

TQAM, θ-QAM을 포함하는 일반화된 TQAM을 제안한다. 따라서, 다른 QAM 계열에 비교해서 임의의 일반 삼각

형 격자 구조를 갖는 이 일반화된 TQAM은 신호점 배치에서 다양한 구조를 제공한다. 변조 지수 M 의 일반화된 

TQAM에 대한 BER을 정확한 closed-form 수식으로 유도하며 이 수식을 이용하여 최적의 신호점 배치 방안을 제

시한다. 마지막으로, 이 유도한 수식 결과에 대해 컴퓨터 시뮬레이션을 통해 비교 검증한다.
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ABSTRACT

Quadrature Amplitude Modulation (QAM) is widely used in contemporary wired and wireless communications 

systems. In this paper, I propose a generalized triangular quadrature amplitude modulation (gTQAM) that includes 

the square quadrature amplitude modulation (SQAM), TQAM, and θ-QAM as special cases. Therefore, the 

proposed gTQAM forming a lattice of arbitrary triangles provides a versatile structure in signal constellations 

compared to other QAM schemes. For M-ary gTQAM, I derive an exact closed-form expression for the bit error 

rate (BER), and present the optimal signal constellations for given SNR values from the derived BER expression. 

Finally, I validate the derived BER results through computer simulations.
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Ⅰ. 서  론

지금까지 유무선 통신 환경에 효율적인 전송 기법

이 연구 발전되고 있다. 일반적으로 고속 데이터 전송

용 변조 기법으로는 직교 진폭 변조 (QAM)가 널리 

사용되고 있다. 예를 들어, 3GPP, LTE/LTE-A, 

WiMAX, DVB-T2, DVB-S2 등의 통신 시스템에서 

QAM을 다양하게 선택하고 있다
[1-3].

이 QAM은 인접한 신호점 사이의 배치 방안에 따

라 정방형 QAM, TQAM, θ-QAM, CQAM 등으로 

나누어 진다[4]. 그리고, 인접한 신호점 사이의 유클리

드 거리에 따라 uniform QAM과 non-uniform QAM 

계열로 나눌 수 있다. 최초로 실용화된 QAM은 바이

너리 데이터 전송에 효과적이며 상대적으로 낮은 송

수신 복잡도를 갖는 uniform QAM이었다. 그런데, 음

성, 정지 및 동영상 등의 멀티미디어 데이터 전송의 

경우에는 다소 복잡한 non-uniform 신호점 배치를 갖

는 계층적 (hierarchical) QAM이 보다 효율적이라고 

알려져 있고 최근에는 다양하게 적용되고 있다
[5]. 이 

non-uniform QAM은 uniform QAM에 비해 전송 데

이터 성분의 중요도에 따라 서로 다른 BER 성능을 

갖도록 해서 전체적으로는 향상된 이득을 얻는다.
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그림 1. 16-ary 일반화된 TQAM의 신호점 성상도
Fig. 1. Signal Constellations of 16-ary generalized TQAM

Kyongkuk Cho et al.[6]은 [4]에서 논의된 정방형 

θ-QAM에 대한 SER 수식 오류를 지적하고 정방형 

θ-QAM에 대한 SER 결과를 closed-form 형태로 제

시하고 있다. 또한, Jaeyoon Lee et al.
[7]는 정방형 및 

크로스(cross) θ-QAM에 대한 정확한 SER과 BER 성

능을 유도 분석하고 있다. 이 θ-QAM은 파라미터 θ 

의 값에 따라 정방형 QAM이나 TQAM의 신호점 배

치와 일치하게 되어 이전의 두 종류의 QAM 기법을 

동시에 포함한다. 하지만, θ-QAM에서 파라미터 θ 는 

단지 서로 인접한 세 신호점 사이의 각도를 의미하는

데 I축과 Q축을 동시에 신호점으로 사용하는 2차원 

변조 방식인 QAM 계열 전체를 표현하는 데에는 한

계가 있을 수 있다.

본 연구에서는 구현이 다소 복잡한 non-uniform 

QAM을 제외하고 uniform QAM에 속하며 널리 알려

진 정방형 QAM, TQAM, θ-QAM 등의 QAM 계열

의 전송 기법을 하나로 대표하는 기법으로 통합하고 

이를 통해서 uniform QAM 계열에 대한 최적의 BER 

성능 결과를 얻고자 한다. 이에 따라, 본 연구에서 제

시하는 일반화된 TQAM 기법은 앞서 논의한 다양한 

QAM 기법들을 하나로 통합하는 모델로 제공될 수 

있다. 따라서, 이 일반화된 TQAM은 두 개의 파라미

터를 존재하게 되며 인접한 세 신호점 배치는 임의의 

삼각형 구조를 갖는다. 그리고, 변조 지수 M 의 일반

화된 TQAM에 대한 BER을 정확한 closed-form 수식

으로 유도한다. 마지막으로, 이 유도된 BER 수식은 

컴퓨터 시뮬레이션을 통해 비교 검증하며 타당한지를 

확인한다.

Ⅱ. 본  론

본 연구에서 새롭게 제시하는 일반화된 TQAM에

서 신호점 배치의 방안을 알려주는 두 개의 파라미터

는 각각 θ, r 로 정의한다. 이에 따라, 이 일반화된 

TQAM의 신호점 배치도는 그림 1과 같다. 여기에서, 

θ 는 인접한 세 신호점 사이의 각도를 나타내며 r 은 

세 신호점으로 이루어진 임의의 삼각형에서 가로 거

리 2d – 세로 높이 h 와의 상대적인 비율을 의미한

다. 그리고, 각각의 심볼 Sm,n에 대한 비트 할당 방식

은 일반적으로 많이 사용되고 있는 그레이 비트 코딩

이라고 가정한다.

그림 1에서 I축 및 Q축 방향으로 신호점 배치 및 

그레이 비트 코딩을 확장한다면 16-ary 일반화된 

TQAM에서 변조 지수 M 에 대한 M-ary 일반화된 

TQAM으로 일반화할 수 있다. 따라서, M-ary 일반화

된 TQAM 신호 파형은

 











 ≤ ≤

(1)

로 나타낼 수 있다. 여기에서, 와 는 직교 반송

파 신호의 진폭 크기이다. 또한, 는 심볼 주기이며 

는 반송파 주파수이다. 그리고, 와 의 진폭 크

기는 심볼 Sm,n의 좌표 (, ) 값에 의해 정의되며 

좌표 (, ) 값을 나타낸다면 다음과 같이 각각

  
 

(2)

와

    (3)

이다. 여기에서, m = 1, 2, …, 이며 n = 1, 2, 

…, 이다. 또한, ⋅는 modulo 함수이며 

⋅는 cotangent 함수를 나타낸다.

그리고, 모든 심볼은 동일한 확률로 송신된다면, 

(2)와 (3)을 이용하여 얻어진 평균 심볼 에너지는 아

래와 같다.

  
   (4)

그리고, 일반화된 TQAM은 일반적인 잡음 환경이

라고 가정한다면, 이 수신 신호는
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그림 2. ik, (k = 1, 2)의 판정 영역
Fig. 2. Decision areas of ik, (k = 1, 2)

그림 3. qk, (k = 1, 2)의 판정 영역
Fig. 3. Decision areas of qk, (k = 1, 2)

  (5)

로 정의된다. 여기에서, 는 부가성 백색 가우스 

잡음이라고 가정하며 평균 0이고 양측 전력 스펙트럼 

밀도 로 갖는다. 따라서, 이 전송 환경에서 수신 

신호의 SNR(신호 대 잡음비) 는 로 정의된

다.

한편, QAM 계열의 BER은 I축 및 Q축의 신호점 

배치 특성과 전송 심볼에 대한 그레이 비트 코딩의 비

트 할당 규칙을 이용해서 얻는다
[8]. 따라서, 그림 1에 

제시된 16-ary 일반화된 TQAM의 비트 오류에 대한 

판정 영역의 분석이 일반화된 TQAM의 BER 유도에 

있어 우선적으로 필요로 한다.

그림 1의 16-ary 일반화된 TQAM에 대한 i1, i2 비

트의 판정 영역의 경계선은 수직 방향으로 지그재그 

형태로 띠고 있으며 다음 그림과 같다. 그리고, 파라

미터 θ 가 인 경우에 i1, i2 비트의 판정 영역은 수

직 방향으로 일직선 형태로 변경된다.

그림 1의 16-ary 일반화된 TQAM에 대한 q1, q2 비

트의 판정 영역의 경계선은 수평 방향으로 지그재그 

형태를 띠고 있으며 다음 그림과 같다. 그리고, 파라

미터 θ 가 인 경우에 q1, q2 비트의 판정 영역은 

수평 방향의 일직선으로 변경된다.

M-ary 일반화된 TQAM의 신호점 배치는 특수한 

경우를 제외하고 I축과 Q축에 대해 서로 대칭성이 없

어서 BER 유도함에 있어 각각 I축 및 Q축에 대한 오

류 분석을 개별적으로 수행해야 한다. I축과 Q축의 판

정 영역이 차이가 나는 이유는 그림 2와 그림 3에서 

보는 바와 같이 I축 방향으로 인접한 심볼에 대한 Q

축의 크기는 같지만 Q축 방향으로 인접한 심볼에 대

한 I축의 크기는 서로 같지 않기 때문이다.

I축에 할당된 심볼의 BER 유도를 위한 i (i = 0, 1, 

…, ) 번째 간격을 갖는 신호점에 대한 비트 

오류의 판정 영역은 그림 4와 같다. 그리고, 다음 그림

에서 보는 바와 같이 전체 판정 영역은 각각 이분면 

영역(R0), 닫힌 사각형 영역(R1), 그리고 개방된 사각

형 영역(R2)으로 나눈다.

그리고, M-ary 일반화된 TQAM의 I축 성분 비트가 

i 번째 판정 경계에 대한 비트 오류에 대한 조건부 확

률 

은 다음과 같이 얻을 수 있다. 그리고,



 

 




 (6)

이 된다. 여기에서 와 는 각각 

와   심볼의 조건부 오류 확률이며 다음과 같

이 표현될 수 있다.

 






  


  
 

 

  

∡

 
 

  

∡

 
 

  

∡

 
 

  

∡

(7)

와

 




 


 

  
 

 

  

∡

 
 

  

∡

 
 

  

∡

 
 

  

∡

(8)
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그림 4. I축의 판정 영역
Fig. 4. Decision areas for I axis

그림 5. Q축의 판정 영역
Fig. 5. Decision areas for Q axis

이 된다. 여기에서, 는 심볼 신호대 잡음비이고 상

수 는    를 나타낸다. 

그리고, ∡ (j = 0, 1, …, )는 그

림 4의 Q축 최상위에서 j 에 위치하며 

와 



로 이루어진 중심각을 갖는 개방된 영역을 나타낸다. 

임의의 ∡는 좌표 축의 회전 변환을 이용

하여 2-D joint Gaussian Q-함수로 표현하면

∡  ≥  ≤

 
 

 

 
 (9)

이 된다
[9]. 여기에서, 는 2-D joint Gaussian 

Q-함수이다. 그리고, ⋅는 ensemble average 함

수이고 는 correlation coefficient 값이다[10].

Q축에 할당된 심볼의 BER 유도를 위한 j (j = 0, 

1, …, ) 번째 간격을 갖는 신호점에 대한 비

트 오류의 판정 영역은 그림 5와 같다. 그리고, 다음 

그림에서 보는 바와 같이 전체 판정 영역은 각각 이분

면 영역(R0), 개방된 삼각형 영역(R1), 그리고 개방된 

삼각형 영역(R2)으로 나눈다.

그리고, M-ary 일반화된 TQAM의 Q축 성분 비트

가 j 번째 판정 경계에 대한 비트 오류에 대한 조건부 

확률 은 다음과 같이 얻을 수 있다.



 

 




 (10)

여기에서 는   심볼의 조건부 오류 확률이

며 다음과 같이 표현될 수 있다. 그리고,

 






∡

 




∡

∡∡










  














(11)

이 된다. 여기에서, 상수 와 는 판정 영역의 위치에 

따라 값이 0이나 1이 되며 ⋅는 1-D Gaussian Q-

함수를 나타낸다[10]. 그림 3의 q2 비트 판정 영역에서 

보는 바와 같이 특이하게 Q축 그레이 비트 코드의 

LSB 비트 및 최상위와 최하위 판정 영역에서만 그림 

5의 ∡ 부분 (판정 영역 R1)은 사라지고 

∡ 부분 (판정 영역 R2)이 존재한다. 따라서, 

(10)의 

에서는 ∡와 ∡ 부분을 

우선 존재한다고 가정하여 중간 BER 수식에 포함하

고 이 특이한 부분들을 최종 BER 수식에서 제거한다.

(7), (8), (11)에서 (9)을 이용하고 결과를 정리하면 

다음의 표와 같다.
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(7)의  ∡

  
 

 


  
 


 


  


(7)의  ∡

  
 

 


  
 


 


  

(7)의  ∡

  
 

 


  

 



 


  


(7)의  ∡

  
 

 


  

 



 


  

표 1. (7)의 수식
Table 1. Equation of (7)

(8)의  ∡

  
 

 


  

 



 


  

표 2. (8)의 수식
Table 2. Equation of (8)

(8)의  ∡

  
 

 


  

 



 


  


(8)의  ∡

  
 

 


  

 



 


  

(8)의  ∡

  
 

 


  

 



 


  


(11)의  ∡

   
 

 

 
 

 




 




 
 

 
  





 

(11)의  ∡

   
 

표 3. (11)의 수식
Table 3. Equation of (11)
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 

 
 

 




 




 
 

 
  





 

(11)의  ∡
  

 
   







  

(11)의  ∡
  

 
   







  

M-ary 일반화된 TQAM에 대한 BER 결과식은 (6)

과 (10)을 이용하여 얻은 I축과 Q축의 판정 영역에 따

른 오류 결과식을 모든 비트에 대해 평균을 취함으로 

얻을 수 있다. 그리고, 수식의 선형성을 이용하여 다

시 재정리하면 다음과 같다.




  
  

  

 

 


 




(12)

여기에서,

  


⌈⌉


⌊⌋ ⌊ ⌋
이고, 


와 


은 각각 (6)과 (10)이 되며 


는 

(11)의 Q축의 판정 영역의 계산에 있어 오차 부분을 

보상하는 부분으로 다음과 같이



 





  

  


⌊ ⌋ 

  

  

∡





  

  

∡

(13)

이 된다.

정방형 QAM의 BER은 일반화된 TQAM에서 파라

미터 (θ = , r = 1)로 지정함으로 얻을 수 있다. 

따라서, (12)에 (θ = , r = 1)으로 설정하면, 



와 

는 동일한 수식의 형태가 되며 


 결과식

은 항상 0이 된다. 그리고, 수식의 선형성을 이용하고 

다시 재정리하면 기준에 알려진 정방형 QAM의 BER

과 같아진다[8,13-16].




⋅









 


⌊ ⌋⋅

 ⌊  ⌋ 
(14)

일반화된 TQAM의 특수한 예로서 파라미터 (θ = 

, r =  ), M =16, 64, 256에서 수행한 컴퓨

터 시뮬레이션과 유도 수식 (12) 결과와의 성능 비교

는 다음과 같다. 또한, 결과 비교 목적으로 기존 정방

형 QAM (= 일반화된 TQAM(θ = , r = 1))에 대

한 성능 결과도 나와 있다. 본 연구에서 유도한 수식

은 실제로 수행한 컴퓨터 시뮬레이션 결과와 동일함

을 볼 수 있다. 지금까지 SER 기준으로는 모든 SNR 

범위에서 일반화된 TQAM (θ = , r =  )이 

정방형 QAM보다 더 좋은 성능을 갖는다고 알려져 

있다
[6]. 그런데, 본 연구에서 제시하는 바와 같이 BER 

기준에서는 SNR 값에 따라 일반화된 TQAM (θ = 

, r =  )과 정방형 QAM 사이의 성능 우위

가 달라짐을 볼 수 있다. 일반화된 TQAM (θ = , 

r =  )은 변조 지수 M = 16에서 약 16.5 dB 이

상, M = 64에서 약 22.5 dB 이상, M = 256에서 약 

28.5 dB 이상에서 정방형 QAM보다 나은 성능을 보

인다. 예를 들어, 약 ⋅ BER 초과에서는 파라

미터 (θ = , r = 1)로 설정하고 약 ⋅ BER 

이하에서는 파라미터 (θ = , r =  )로 설정

해서 일반화된 gTQAM을 운용한다면 기존 하나의 변

조 기법만을 운용하는 것보다 개선된 전송 이득을 얻

게 된다. 따라서, 전송 기법에서 고정된 신호점 배치

를 갖는 정방형 QAM보다는 수신된 SNR에 따라 신

호점 배치를 변경 가능한 일반화된 TQAM을 이용함

으로 개선된 BER 성능을 얻을 수 있다. 향후에 이 일
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그림 6. M-ary 일반화된 TQAM의 BER 성능
Fig. 6. BER Performance of M-ary generalized TQAM

그림 7. M-ary 일반화된 TQAM의 최적 파라미터 (θ , r)
Fig. 7. Optimal Parameters (θ , r) for M-ary generalized 
TQAM

반화된 TQAM에 보다 적합한 소스 및 채널 코딩 등

의 연구가 필요로 한다.

그림 7은 수신 SNR에 따라서 최적의 BER 성능을 

갖는 일반화된 TQAM의 파라미터 (θ, r)를 도시한 것

이다. 변조 지수 M 에 관계없이 최적의 BER 결과를 

갖는 파라미터 (θ, r)는 비교적 낮은 SNR에서는 

(, 1) 이며 SNR이 커짐에 따라 (,  )로 

수렴하는 것을 볼 수 있다. 상대적으로 낮은 SNR에서

는 최적 파라미터를 갖는 일반화된 TQAM은 정방형 

QAM 형태에 수렴하고 높은 SNR에서는 이 일반화된 

TQAM이 (정삼각형) TQAM으로 수렴됨을 볼 수 있

다.

SNR 값에 따른 일반화된 TQAM의 최적 파라미터

의 변화 추세 원인은 그레이 비트 코드와 같은 비트 

패턴에 기인한다. 정방형 QAM에서는 주어진 심볼 기

준에서 인접한 심볼의 수가 대부분 4개가 되지만 일

반화된 TQAM은 특정한 파라미터 (θ = , r = 1)

의 경우를 제외하고는 인접한 심볼의 수가 대부분 6

개나 된다. 그런데, 이 6개의 인접 심볼 가운데에 4개

는 단지 한 비트 차이만을 갖지만 나머지 2개는 적어

도 두 비트 이상의 차이가 있다. 그래서, 상대적으로 

낮은 SNR 환경에서는 전송 채널에 내재된 잡음 부분

이 BER 성능에 지대한 영향을 미치게 되며 이에 따

라 일반화된 TQAM의 최적 파라미터 값은 정방형 

QAM 구조가 될 수 밖에 없다. 하지만, 비교적 높은 

SNR 환경에서는 (정삼각형) TQAM의 신호점 배치 

구조가 정해진 심볼 에너지 기준에서 신호점 사이의 

판정 거리 및 간격을 최대한 확보할 수 있어서 BER 

측면에서 일반화된 TQAM의 최적 파라미터 값에 해

당된다.

Ⅲ. 결  론

본 논문에서는 QAM 계열을 모두 포함할 수 있는 

일반화된 TQAM을 제안하였고 비트 오류 확률을 널

리 알려진 1-D 및 2-D Gaussian Q-함수로 구성된 

closed-form 수식으로 유도하였다. 그래서, 이 유도한 

수식은 기준에 알려진 정방형 QAM, TQAM, θ-QAM

에 대한 비트 오류 확률도 한꺼번에 나타낼 수 있다. 

그리고, 본 논문에서 유도한 최적 파라미터의 일반화

된 TQAM의 형태는 신호대 잡음비가 커짐에 따라 변

조 지수 M 의 값에 관계없이 정방형 QAM에서 (정삼

각형) TQAM로 됨을 보였다.

향후에 일반화된 TQAM에서는 본 연구에서 다룬 

그레이 비트 코딩 이외의 보다 향상된 비트 할당 기법

에 대한 연구가 요구되고 있다. 또한, 이 전송 기법에 

효율적인 소스 코딩 및 채널 코딩에 대한 연구가 추가

로 필요로 한다.
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