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압축 센싱 기반의 신호 검출 및 추정 방법 
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요   약

압축 센싱은 신호가 성긴 (Sparse) 특성을 지니며 선형 측정된 값들이 Incoherent 할 때, 나이퀴스트율 이하로 

표본화된 신호를 원본 신호로 정확하게 복구할 수 있는 새로운 신호 획득 이론이다. 본 논문에서는 원본 신호의 

Sparse한 정도에 따라 성능이 변화하는 압축 센싱을 이용한 효율적인 신호 검출 및 추정 기법을 제안하며, 이론적 

분석과 함께 모의 실험 결과를 보여준다.
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ABSTRACT

Compressive sensing is a new data acquisition method enabling the reconstruction of sparse or compressible 

signals from a smaller number of measurements than Nyquist rate, as long as the signal is sparse and the 

measurement is incoherent. In this paper, we consider a simple hypothesis testing in target detection and 

estimation problems using compressive sensing, where the performance depends on the sparsity level of the 

signals being detected. We provide theoretical analysis results along with some experiment results.
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Ⅰ. 압축 센싱 기본 이론

압축 센싱은 선형 측정 행렬 ∈×와 원본 신

호 ∈로부터 다음 식과 같이 선형 측정 벡터 

∈를 얻는 과정을 말한다.

  (1)

원본 신호 는 식 (2)와 같이 모든 -sparse 벡터 

집합인  ⊂
에 속한다고 가정된다. 

  
 ≤

 , (2)

여기서 ⊆⋯에 대하여 

  ∈     ≠이다. 이 때, 압축 

센싱 이론은 ≪인 경우에 를 위한 유일한 해가 

존재하지 않는 불량조건 문제 (Ill-posed Problem)를 

다음 식 (3)의 -minimization을 통해 로부터 를 

복구할 수 있음을 보여준다
[1,2].
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
∈ such that   . (3)

특히, [1]에서는 식 (3)에 대한 해와 그 유일성의 존재

를 위해 측정 행렬 가 식 (4)의 -Restricted 

Isometry Property (-RIP)라 불리는 안정성 조건을 

만족해야 한다는 것을 보였다.






≤






≤ 




, (4)

여기서  ≤ 이다. 더 나아가 [2]에서는 측정 행렬 

가 랜덤하게 일정한 개의 열을 선택하여 획득한 

푸리에 (Fourier) 행렬이며 측정 개수 

≥⋅⋅을 만족한다면, 식 (3)의 

-minimization을 통해 매우 높은 확률로 를 복구할 

수 있다는 것을 보였다. 특히, 높은 차원 공간에 있는 

개의 점들이 매우 높은 확률로 

⋅ ≪  차원으로 투영된다면, 그 점들 

사이의 Pairwise Squared Distance는 ±   보다 크

지 않은 값에 의해 변화한다[2]. 이러한 차원수 축소 관

점에서 다음 보조정리 1은 랜덤 벡터를 특정 부공간 

(Subspace)으로 투영하는 경우를 고려한다.

보조정리 1 (Johnson-Lindenstrauss [3]): 를 

에서 개의 점들을 모은 유한한 집합이라고 하고, 

를 통해 신호가 차원에서 차원으로 랜덤하게 

직교 투영된다고 하자. ∈와   가 주어졌을 

때 가 식 (5)를 만족한다면,

 



 (5)

 ≤와 모든  ∈ ≠에 대하여 적어

도 의 확률로 식 (6)이 성립한다.






≤






≤ 




. (6)

■

만약 가 위 보조정리 1을 따르는 확률 분포로부

터 설계된다면, 적어도  의 확률로 는 

 ⋅을 통해 RIP를 만족한다. 따라

서, 어떤 ∈를 통해서도 식 (7)이 성립된다[3].


  



. (7)

이러한 랜덤 측정 행렬 의 예로, 각 원소들이 

∼의 독립적인 분포를 따르는 가우시안 

(Gaussian) 행렬, 푸리에 (Fourier) 행렬, 그리고 각 원

소들이  ±
  


의 확률로 베르누이 

(Bernoulli) 분포를 따라 독립적으로 표본화된 이진 

(Binary) 행렬 등을 들 수 있다
[2-5].

기호 정의: 본 논문에서는  를 각 원소가 

인 행렬, 을 × 단위 행렬,  를 의 여집합, 

 




를 × 행렬인   의 Trace, 

⋅를 전치 행렬, ⋅를 -norm, 를 주어진 

집합 의 원소의 개수, 그리고 ⋅를 기대값 연산

자로 정의한다. 또한, 신호 ∈가  ≤ 을 만족

하면 를 -sparse 벡터라고 부르며, 를 다음과 같

이 정의한다.

     ∈ 
.

더 나아가, 는 사건 가 발생할 확률, ⋅는 

복잡도 연산자, 그리고 은 평균이 이고 분

산이 인 정규 분포를 의미한다. 마지막으로 

∼는 가 확률밀도함수 (Probability Density 

Function) 에 따라서 분포되는 것을 의미한다.

Ⅱ. 압축 센싱 기반의 신호 검출 기법

2.1 일반적인 신호 검출 방법

본 논문에서는 식 (8)과 같이 신호 감지를 위한 가

설 검정 문제를 고려한다.

  

    (8)

여기서, ∈와 ∼는 각각 입력 신호

와 잡음을 나타낸다. 이 때, 각 가설들은 식 (9)와 같

이 확률밀도함수를 통해 표현될 수 있다.
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  ∼

  ∼ (9)

또한 신호 검출 문제를 위해 결정 함수 을 통해 

구별되는 두 개의 분리된 도메인 와 을 다음과 

같이 정의하면,

      (10)

              

      (11)

식 (12)와 같이 Type-I 오류로 불리는 오경보 확률 

(False Alarm Probability) 와 Type-II 오류로 불

리는 미검출 확률 (Miss Detection Probability) 

  를 고려할 수 있다. 여기서, 

는 검출 확률 (Correct Detection Probability)

이다.

     was chosen when  true)

   was chosen when  true). (12)  

[6]에서 Neyman-Pearson은 를 주어진 값 

  보다 같거나 작게 만드는 동시에 를 최대화 

하거나 을 최소화 하는 를 선택하는 것으로 

가설 검정 문제를 수식화하였으며, 이를 위해 식 (13)

의 우도비검정 (Likelihood Ratio Test) 문제를 다룬

다.

 


≷


 (13)

여기서 는 식 (14)를 만족하도록 설계된다.

 
 

 (14)

따라서 가설 와 에 대한 PDF는 다음과 같이 표

현되고,

 












 (15)

 












 (16)

식 (13)의 우도비검정은 다음과 같이 정리된다.

  









 (17)

식 (17)의 양쪽에 로그함수를 적용하면 다음과 같으

며,

 


〈〉



 ≷




간략하게 식 (18)과 같이 정리된다.

≜〈〉
≷


 (18)

여기서    



이다. 결국 식 (9)의 가설 

검정 문제는 충분 통계량 (Sufficient Statistic) 의 관

점에서 식 (19)와 같이 새롭게 표현되며,

  ∼  




  ∼ 
 

 (19)

이로부터 다음과 같이 와 를 구할 수 있다.

   
  (20)

   
 



 (21)

여기서 ≜


∞




는 Q-function을 

의미한다. 또한  로 표현하면 

 
임을 알 수 있으며, 여기서 

⋅은 ⋅의 역함수를 의미한다. 만약 신호

대잡음비 (Signal-to-Noise Ratio; SNR)를 
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≜




로 정의하면, 오경보 확률 는 식 (22)

와 같이 표현된다.

 
  (22)

2.2 압축 센싱 기반의 신호 검출 방법

압축 센싱을 이용한 신호 검출을 위해, 측정 벡터 

를 기반으로 다음과 같이 가설 검정 문제를 새

롭게 정의 할 수 있다.

 
  (23)

여기서 는 RIP를 만족하는 측정 행렬이며 수신측에

서 알고 있다고 가정한다. 이 때, 가설 와 을 기

반으로 를 위한 확률밀도함수는 다음과 같이 주어진

다. 

 












∙ 



 






 (24)

 











 

∙



 






 (25)

더 나아가, 가설 와 를 이용하여 식 (13)의 우도

비검정 문제에 로그함수를 적용하면 식 (26)과 같고,

  

 




≷


 (26)

이 수식을 정리하면 식 (27)과 같이 표현된다.

≜
≷


 (27)

여기서 ≜ 

이다. 새롭

게 정의된 을 이용한 와 의 확률밀도함수는 식 

(28)과 같다.

 ∼ 


 ∼
 

  

               (28)

따라서, 검출 확률 와 오경보 확률 는 

Q-function을 이용하여 다음과 같이 표현된다.

 
 












 



 

(29)

 
 












 





                   (30)

만약  로 정의 한다면 

로 표현 할 수 있

고, 다음과 같이 ROC (Receiver Operating 

Characteristic)를 위한 식을 구할 수 있다.

 
  .

(31)

더 나아가, 만약 가   을 만족하는 직교 행

렬이라면 식 (27)은 다음과 같이 정리된다.

≜
≷


 (32)

특히 랜덤 행렬 가 충분히 작은 과 함께 RIP를 만

족하는 경우와 같이 Isotropic 랜덤 측정 행렬이라면, 

≈으로 근사화 될 수 있다. 따라서, 식 

(32)는 다음과 같이 간략화된다.

 
  (33)

또한 ∈와  


이 주어졌을 때 
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 





≤ 





≥   이므

로[7], 다음과 같이 압축 센싱을 통해 감지된 신호를 위

한 최종적인 검출 확률 를 구할 수 있다.

≈



   (34)

여기서 SNR은 





으로 정의된다.

Ⅲ. 압축 센싱 기반의 신호 추정 기법

앞 절에서는 두 가지 가설로 이루어진 가설 검정 

문제를 다루었으며, 본 절에서는 다중 가설의 경우로 

문제를 확장한다. 실질적으로 이러한 종류의 문제들은 

 ⋯에 속한 개의 서로 다른 신호 

   ⋯를 구별하고자 할 때 발생한다. 다중 

가설 검정 문제는 다음과 같이 정의된다.

   
⋮ ⋮
    (35)

여기서    ⋯는 입력 신호이며, 는 

× 측정 행렬, 그리고 ∼는 잡음을 

의미한다. 만일 각 가설들의 발생 확률이 동일하다면, 

다중 가설 검정 문제는 식 (36)을 최소화 하는 를 

선택하는 문제로 볼 수 있다.

≜  (36)

특히 ∈에 대해 로 가정하면, 는 식 (37)

과 같이 표현된다. 

  
 

 
 

 

 
  (37)

여기서 ≜로 정의하면, 식 (38)과 

같이 를 정리할 수 있다.

    
 (38)

하지만 일반적으로 이러한 다중 가설 검정 문제에 

대한 오류 확률의 Closed Form을 구하는 것은 쉽지 

않으며, 때로는 신호의 검출보다 측정한 데이터와 관

련된 정보를 추정하는 것에 더 큰 관심이 있는 경우가 

있다. 따라서, 본 절에서는 선형 측정된 를 기반으로 

미지의 파라미터   를 추정하는 기법에 대해 

고려한다.

이를 위해 [7]에서는 잡음이 없는 환경에서 선형 측

정된 를 위한 추정기를 식 (39)와 같이 제안하였다.

   


     ⋯ (39)

이 때 의 각 원소가 ∼
 을 만족하는 

가우시안 행렬이라면,  인 조건 하에서 

  보다 큰 확률로서 식 (40)을 만족한다.



  ≤ 


 (40)

여기서   ⋯이고 는 에 의존하는 요소이

다.

하지만, 본 논문에서는 다음과 같이 잡음을 포함한 

측정 시스템을 고려한다.

 (41)

여기서 는 측정 행렬,  는 추정될 파라미터, 

∼은 측정 잡음이다. 이 때, 수신 신호 

를 기반으로 파라미터 를 추정하는 방법은 일반적으

로 추정 오류를 위한 특정한 손실 함수를 정의하며, 

이러한 손실 함수는 어떤 종류의 오류를 최소화 할지 

구체화한다. 특히, 손실 함수가 자승 오차 또는 절대 

오차의 최소화를 목표로 한다면 를 추정하기 위해 

MMSE (Minimum Mean Square Error) 추정기 혹은 

MMAE (Minimum Mean-Absolute Error) 추정기를 

고려할 수 있다
[6]. 한편, 앞서 언급한 손실 함수들은 

모두 오류 관점에서 Convex Function을 형성하는 반

면, Infinity Norm을 이루는 잡음과 같은 Notch 손실 

함수는 Convex Function을 형성하지 않는다. 이러한 

함수는 특정 임계값을 통해 모든 오류에 대해 동등하
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게 페널티를 가하게 되며 이러한 방식을 MAP 

(Maximum a Posteriori) 추정기로 정의한다[6].

3.1 MMSE 추정기

본 논문에서는 식 (42)와 같이 로 집합 에 제한

된 최소 자승 추정 (Least Square Estimation)을 고려

한다.

  



 (42)

이 때, 는 집합   밖에서 값을 갖지 않으므로 식 

(43)과 같이 MMSE를 구할 수 있다.




 
∉








 







   





 


 (43)

여기서 



이다. 따라서 추정값은 식 (44)를 

통해 얻을 수 있다.

  ⊂⋯
 (44)

한편, 추정값 는 측정값 에 기반한 선형 변환 

행렬 에 의해 추정될 수도 있다[8]. 자승 오차 손실 

함수를 위해서 는 를 최소화한다. 

따라서 MSE는 식 (45)와 같이 표현 할 수 있으며,


   
   

  

            (45)

MMSE 해는 식 (46)과 같이 -norm Regularization

을 푸는 것에 의해 구할 수 있다.

  

                   (46)

3.2 MMAE 추정기

신호 ∼가 있다고 가정할 때, 는 

식 (47)과 같은 목적 함수를 최소화한다. 

    

  (47)

여기서  




 이다. 식 (47)을 기반으

로   
⋯


 를 얻기 위해 

다음 식과 같이 에 편미분을 취하고 0과 같도록 수

식화하며,




  
 

  (48)

   


∞

  를 활

용하면 다음과 같이   를 구할 수 있다.

  


∞

   




∞

   




∞

  


∞


   

 

           


∞

    (49)

여기서  
이고  

이다. 이를 기반으로 

식 (48)을 풀면 다음 식을 얻을 수 있으며,

 

       (50)

 

식 (51)과 같이 정리될 수 있다. 


∞


     

∞

    

                       


(51)

따라서, 는 조건부 확률밀도함수 

    의 중앙값이다. 더 나아가, MMAE는 다

음과 같이 주어진다.
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그림 1. SNR=25dB와 다양한 압축률 에 대해 오경보 
확률 에 따른 검출 확률 

Fig. 1.  versus  with SNR=25dB and various 

values of sparsity 
 

그림 2. 와 다양한 SNR에 대해 압축률 에 따
른 검출 확률 

Fig. 2.   versus sparsity  with  and 

various values of SNR

   


∞

∞

   


∞


   




∞

    


∞


   




∞

    

  

또한  
  를 정의하고 가 

독립 항등 분포를 따른다고 가정하면, 추정값 의 오

류에 대한 평균은 
  ⋅

을 통해 

구할 수 있다. 

3.3 MAP 추정기

신호 ∼를 가정하고 측정 행렬 가 

∼
 와 같이 독립적으로 분포된 가우시안 

원소로 구성될 때, 측정값 에 대하여 를 위한 MAP 

추정기는 식 (52)를 통해 얻을 수 있다.

   (52)

여기서 ∼임을 가정하므로, 는 

식 (53)과 같다.

 






 (53)

더 나아가, 식 (53)을 식 (52)에 대입하고 로그함수를 

취하면 식 (54)과 같이 정리할 수 있다.

   



 (54)

Ⅳ. 모의 실험 결과

본 절에서는 식 (34)를 기반으로 압축 센싱 기반의 

신호 검출 성능에 대한 모의 실험 결과를 제시한다. 

그림 1은 SNR이 25 dB일 때 다양한 압축률 에 

따른 ROC 성능을 보여주며, 압축 센싱을 이용한 신

호 검출 알고리즘은 압축률이 낮을수록 검출 확률이 

좋아지는 것을 알 수 있다. 그림 2는 오경보 확률이 

0.1일 때, 다양한 압축율과 SNR에 따른 검출 성능을 

보여 준다. 실험 결과를 통해 압축율이 낮고 SNR이 

커질수록 검출 확률이 높아지는 것을 알 수 있다.

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 압축 센싱의 기본 이론을 제시하고, 

이를 바탕으로 압축 센싱을 응용한 신호 검출과 추정 

기법에 대해 제안하였다. 또한, 제안된 압축 센싱 기

반의 신호 검출과 추정 기법을 통해 비교적 적은 수의 

측정값으로도 신호의 효율적 추정이 가능함을 보였다.
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