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요   약

이진 위상천이 (binary phase shift keying) 변조와 데이터 비도움 (non-data-aided) 반송파 위상 복원 기법을 사

용하는 디지털 통신 시스템에서는 180° 위상 모호성 (ambiguity)이 발생하므로 복호 과정 전에 위상 모호성 보상

이 이루어져야 하지만 180° 회전 불변성 (rotationally invariant)을 갖는 채널 부호를 사용한다면 추가적인 처리 과

정이 필요 없어 수신기 구현에 필요한 복잡도를 낮출 수 있다. 극 부호 (polar codes)의 생성행렬 (generator 

matrix)은 하삼각 구조를 가지는 2차 정방행렬의 Kronecker power 연산으로 생성되어 생성행렬의 마지막 열을 제

외한 나머지 열들은 2의 승수 개의 1로 이루어지며 생성행렬의 역행렬은 생성행렬과 동일한 특징이 있다. 본 논

문에서는 극 부호의 복호 구조를 나타내는 생성행렬의 역행렬이 갖는 특성을 이용하여 180° 회전 불변성 극 부호 

설계 기법을 제안한다. 제안하는 극 부호는 기존 극 부호와 동일한 부호화 및 복호 복잡도를 가지며 위상 오차 0° 

및 180°에서 위상 오차가 없는 기존 극 부호의 성능과 유사한 결과를 얻을 수 있다.
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ABSTRACT

In this paper, we propose a 180° rotationally invariant polar code suitable for digital communication systems 

employing binary phase-shift keying and non-data-aided carrier phase recovery. Generator matrix of polar code 

can be constructed by kronecker power product of a lower triangular square matrix and thus, every columns of 

the generator matrix has a power of 2 number of 1’s except for the last column. Also, the inverse of the 

generator matrix is same to the generator matrix. Hence, every information bits except for the last one can be 

represented as an XOR of even number of coded bits. Based on this observation, we propose a 180° rotationally 

invariant polar code. The proposed polar code not only offers identical performance to that of conventional polar 

code with perfect carrier phase recovery under both 0° and 180° carrier phase offsets but also requires identical 

encoding and decoding complexities to those of the conventional polar code. 
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Ⅰ. 서  론

Arikan에 의해 제안된 극 부호 (polar codes)는 이

진 입력 이산 무기억 대칭 채널 (binary-input discrete 

memoryless symmetric channel, BI-DMS)에서 채널 

용량을 달성할 수 있다고 이론적으로 증명된 최초의 

오류 정정 부호이다
[1]. 극 부호는 낮은 부호화 및 복호 

복잡도를 가지며 채널을 합성 및 분리하여 채널 양극

화 (polarization)를 달성하며 양극화 된 채널 중 신뢰

도가 높은 채널에 정보 비트를 보내고 신뢰도가 낮은 

채널에 고정 비트 (frozen bit)를 전송하여 채널 용량

을 달성하는 방식으로 설계 신호대잡음비 (signal to 

ratio)에 따라 부호 구조가 달라지는 특징이 있다. 극 

부호의 복호 기법으로 처음 제안된 연속 제거 복호 

(successivle cancellation decoding)는 수신된 값과 이

전에 복호된 값을 이용하여 현재의 정보 비트를 복호

하는 방식으로 연속 제거를 통해 순차적으로 복호를 

수행한다. 이 방법의 단점으로는 오류 전파 현상이 발

생한다는 것이며 이를 해결하기 위하여 확률이 높은 

개의 복호 경로를 유지하는 연속 제거 리스트 

(successive cancellation list) 방법과 오류검출 방법인 

CRC (Cyclic Redundacy Check)를 이용한 기법 등이 

제안되었다[2]. 

데이터 비도움 (non-data-aided) 반송파 위상 복원 

기법은 수신된 신호와 위상 차이가 가장 작은 변조 심

볼이 전송된 것으로 가정하고 위상 오차를 복원하는 

기법으로 이진 위상천이 (binary phase shift keying) 

변조와 데이터 비도움 반송파 위상 복원 기법을 사용

하는 디지털 통신시스템에서는 180° 위상 모호성 

(ambiguity)이 발생한다
[3]. 이와 같은 경우 복호 과정

을 수행하기 전에 위상 모호성을 제거하여야하지만 

180° 회전 불변성 (rotationally invariant)을 갖는 채널 

부호를 사용한다면 위상 모호성 제거를 위한 추가적

인 과정이 필요하지 않다. 따라서 본 논문에서는 극 

부호의 복호 구조 특징을 이용하여 180° 회전 불변성 

극 부호를 제안한다.  

극 부호의 생성행렬은 하삼각 구조를 가진 2차 정

방 행렬의 Kronecker power 연산으로 생성되어 마지

막 열을 제외한 나머지 열들은 2의 승수 개의 1로 구

성되며 생성행렬 (generator matrix)의 원소는 갈로아 

체 (Galois field) 2의 원소들인 0과 1로 구성된다. 극 

부호의 복호 구조를 나타내는 생성행렬의 역행렬은 

생성행렬과 동일한 특징이 있으며 앞에서 기술한 생

성행렬을 구성하는 열들의 특징으로 인하여 극 부호

의 마지막 입력 비트를 제외한 나머지 입력 비트들이 

2의 승수 개의 부호 비트들의 XOR 연산으로 복호된

다. 이러한 복호 구조의 특징으로 인하여 위상 오차가 

180° 존재할 때 2의 승수 개의 부호 비트들로 복호되

는 입력 비트들은 180° 회전 불변성을 가지지만 마지

막 입력 비트는 180° 회전 불변성을 가지지 않는다. 

본 논문에서는 극 부호를 수정하여 위상 오차가 0°

일 경우와 180°일 때 동일한 성능을 얻을 수 있는 

180° 회전 불변성 극 부호 설계 기법을 제안한다. 제

안하는 기법에서는 회전 불변성을 가지지 않는 마지

막 입력 비트를 고정 비트로 사용하며 부호화 및 복호 

복잡도는 기존 방식과 같으며 위상 오차 0° 및 180°에

서 위상 오차가 없는 기존 극 부호와 유사한 성능을 

얻을 수 있다.       

본 논문의 구성은 다음과 같다. 2장에서는 본 논문

에서 고려하는 극 부호의 구조와 채널에 대해 설명하

고 3장에서 회전 불변성을 갖는 극 부호를 제안한다. 

제안된 극 부호의 성능을 4장에서 제시하고 5장에서 

결론을 맺는다.  

Ⅱ. 시스템 모델

극 부호는 양극화된 채널 개 중 신뢰도가 높

은 개를 선택하여 정보 비트를 전송하고 나머지 

개에 고정 비트를 전송하는 방식으로 논문에

서는 고정 비트로 0을 사용하였다. 이때 부호율 (code 

rate)은  이며 정보 비트들의 인덱스 집합은 

, 고정 비트들의 인덱스 집합은  이다. 극 부호의 부

호화 구조는 그림 1과 같으며 그림 1에서 ×인 

생성 행렬 은 채널 합성과정으로 식 (1)처럼 나타

낼 수 있다[1].

 
⊗. (1)

식 (1)에서 볼 수 있는 바와 같이 은 하삼각 정

방행렬 


 

 

 
의 차 Kronecker power 연산으로 

얻을 수 있으며 부호어 
은 식 (2)처럼 생성행렬 

과 입력 벡터 
로 생성할 수 있다.


  

. (2)

식 (2)에서 
  ⋯는 부터 번째까지

의 인덱스에 해당하는   원소들로 이루어진 벡터를 
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    
             (7)

          
   

                   (8)

그림 1. 극 부호의 부호화 구조 
Fig. 1. Encoder structure of polar code

의미하며 이때 
은    ∈인 고정 비트와 

∈∈의 정보 비트로 이루어진다. 극 부호

의 설계 방법으로는 양극화된 채널을 바타차리야 한

계 (Bhattachayya bound), 가우시안 근사화 (Gaussian 

approximation) 등의 방법으로 신뢰도를 측정하여 설

계할 수 있으며 본 논문에서는 각 채널의 오류 확률의 

상한 계 (upper bound)를 계산하는 바타차리야 한계

를 이용하여 극 부호를 설계하였다
[4-5]. 부호 비트 

는 이진 위상천이 변조된 후 채널을 통해 전송되며 수

신 된 는 식 (3)과 같이 나타낼 수 있으며

  
 

    ⋯, (3)

식 (3)에서 는 위상 오차를 나타내며 는 평균이 0

이며 분산은 인 가산성 백색 가우시안 잡음 

(Additive White Gaussian Noise, AWGN) 채널이다. 

본 논문에서는 데이터 비도움 반송파 위상 복원기를 

가정하였으며 완전한 반송파 위상 복원이 이루어졌다

고 가정하면 ∈여서 180° 위상 모호성이 

존재한다.   

Ⅲ. 수정된 극 부호

극 부호에서 경판정 (hard decision) 복호를 고려하

면 복호된 비트 


은 식 (4)와 같이 나타낼 수 있

으며

 







 


, (4) 

여기에서 


은 수신된 값 
의 경판정 값을 나

타내며 은 생성행렬의 역행렬 
으로 주어진다. 

갈로아 체 2 상에서 은 식 (5)와 같이 쓸 수 있으

며 

 


 

 

 
 ,       (5)

행렬 와 의 Kronecker power ⊗의 역행렬은 

⊗으로 표현되므로[6] 은 식 (6)과 같이 표

현 할 수 있다.

 
  ⊗


⊗ .     (6)

식 (6)에서 볼 수 있는 바와 같이 과 은 동일한 

행렬이며 이에 따라 의 마지막 열을 제외한 모든 

열들은 짝수 개의 1을 갖는다. 따라서 식 (4)에서 




의 원소들 중 을 제외한 모든 원소들은 짝

수 개의 부호 비트들의 경판정 값들의 XOR 연산으로 

복호되므로   일 경우에 


는 180° 회전 

불변성을 갖는다. 이와 같은 특징은 극 부호의 연판정 

(soft decision) 복호에서도 동일하게 나타난다.

LLR (log likelihood ratio)을 사용하는 연판정 복

호에서 그림 2의 과 의 LLR을 구하는 연산을 

각각 노드 연산 ∙와 노드 연산 ∙라고 하면 

 는 식 (7)과 같이 계산할 수 있으며     

은 식 (8)과 같이 구할 수 있다[7]. 식 (7)과 식 
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그림 3. 극 부호의 연판정 복호 과정  
Fig. 3. Soft decision decoding process of polar code
  

그림 2. 극 부호의 복호 기본 구조     
Fig. 2. Basic structure of decoder for polar codes 

(8)에서와 같이   이며   

 이다. 인 극 부호의 

연판정 복호 과정을 도식화하면 그림 3과 같다.    

그림 3에서 
는 단계에서 번째 LLR을 나타

내며 실선과 점선은 연산 ∙와 연산 ∙의 입력

들을 각각 나타낸다. 단계의 


  ⋯   ⋯은 단계에

서 구한 LLR들을 이용하여 식 (9)와 같이 ∙  연산

과 ∙  연산으로 계산할 수 있으며











 
    


 

 


      
(9)


은 식 (10)과 같이 구할 수 있다.

 


   

    . (10)

식 (10)에서 
는 위상 오차 180°에서 위상 오차가 

없을 경우와 비교하면 평균적으로 부호가 반대인 값

을 갖는다. 이때 
을 살펴보면 0단계의 LLR들을 

∙  연산할 경우 위상 오차가 0°일 때와 180°일 때 

동일한 값을 가지며 ∙  연산의 결과는 부호가 반

대인 값을 갖는다. 여기에서 각 단계 별로 위상 오차 

0°와 180°에 관계없이 동일한 값을 갖는 노드들은 흰

색으로 표시하였고 부호가 반대인 값을 가지는 노드

들은 회색으로 표시하였다. 이와 같은 과정을 거치게 

되면 그림 3에서 볼 수 있는 바와 같이 최종 단계에서 

마지막 노드만  와 180°인 경우에 부호가 반대

이고 나머지 노드들은 모두 동일한 값을 갖는다. 따라

서 극 부호의 연판정 복호에서도 마지막 입력 비트를 

제외한 나머지 입력 비트들은 180° 회전 불변성을 갖

는다. 일반적인 극 부호는 마지막 입력 비트의 부호가 

바뀌게 되므로 복호 과정 이전에 위상 모호성을 해결

하지 않을 경우 성능 열화가 발생한다. 본 논문에서는 

180° 회전 불변성을 갖는 극 부호를 설계하기 위하여 

180° 회전 불변성을 갖지 않는 마지막 채널에는 항상 

고정 비트를 전송하고 나머지 개의 채널들 중 

신뢰도가 높은 개의 채널에 정보 비트를 전송하는 

기법을 제안한다. 제안하는 극 부호는 일반적인 극 부

호와 동일한 부호율을 제공할 수 있으며 부호화 및 복

호 복잡도 역시 일반적인 극 부호와 동일하다.

Ⅳ. 전산 실험

본 논문에서는 회전 불변성을 갖는 제안된 극 부호

의 성능을 확인하기 위하여 부호율 이며 

인 경우의 성능을 확인하였다. 전산 실

험은 이진 위상천이 변조와 AWGN 채널을 고려하였

으며 설계    에서 바타차리야 한계 방식

으로 극 부호를 설계하여 연속 제거 기법을 사용하여 

복호하였다[1]. 여기에서 는 정보 비트 당 에너지를 

나타낸다. 

그림 4는     인 경우에 대

하여 위상 오차에 따른 기존 극 부호와 제안하는 극 

부호의 비트오율 (bit error rate)과 프레임오율 (frame 

error rate) 성능을 비교한 것이다. 그림 4에서 확인할 

수 있는 바와 같이 위상 오차가 0°와 180°일 때의 비

트오율 및 프레임오율 성능이 동일한 제안하는 극 부

호와 달리 위상 오차 180°에서 기존 극 부호는 성능 

열화가 발생한다. 특히 프레임오율 성능을 보면 위상 

오차가 180°일 때 기존 극 부호는 마지막 입력 비트로 

인해 프레임 오류가 계속 발생한다는 것을 확인할 수 
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논문 / 데이터 비도움 반송파 위상 복원기를 사용하는 이진 위상천이 변조에 적합한 극 부호

5

그림 5.  와 일 때 기존 극 부호와 제안하는 
극 부호의 비트오율 성능 (  )
Fig. 5. BER performances of the conventional polar code 
and the proposed polar code for   and 
(  ) 

 

그림 6.  와 일 때 기존 극 부호와 제안하는 
극 부호의 비트오율 성능 (  )
Fig. 6. BER performances of the conventional polar code 
and the proposed polar code for   and 
(  )

그림 4.    에서 위상 오차에 따른 기

존 극 부호와 제안하는 극 부호의 비트오율 및 프레
임오율 성능 (  ) 
Fig. 4. BER and FER performances of the 
conventional polar code and the proposed polar code 
versus phase offset for    , 
and   

있다.

그림 5와 그림 6은  와     

 일 때  와 180°에서 제안

된 극 부호와 기존 극 부호의 에 따른 비트오율 

성능을 나타낸 것이다. 제안하는 180° 회전 불변성 극 

부호에서는 180° 회전 불변성을 달성하기 위하여 기

존 극 부호에서 고정 비트 전송에 사용되는 채널들 중 

신뢰도가 가장 높은 채널에 추가적으로 정보 비트를 

전송한다. 따라서 위상 오차가 없을 경우에는 기존 극 

부호 대비 성능 열화가 발생할 수 있다. 그러나 일반

적으로 기존 극 부호에서 정보 비트 전송에 사용되는 

채널들 중 신뢰도가 가장 낮은 채널의 신뢰도와 제안

하는 기법에서 추가적으로 정보 비트가 전송되는 채

널의 신뢰도의 차이는 크지 않으며 이와 같은 차이는 

부호어의 길이가 길어질수록 줄어든다. 따라서 부호어

의 길이가 증가함에 따라 위상 오차가 없는 경우의 기

존 극 부호 성능과 0° 및 180° 위상 오차가 있는 경우 

제안하는 극 부호의 성능이 유사해지며 이와 같은 현

상은 그림 5와 6을 통해 확인할 수 있다. 제안하는 극 

부호는  와 180°에서 위상 오차가 없는 기존 

극 부호와 유사한 비트오율을 달성하지만 기존 극 부

호는  인 경우 성능 열화를 나타내며 신호대

잡음비가 증가하더라도 비트오율 성능이 개선되지 않

는 오류마루 (error floor) 현상이 존재한다. 

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 극 부호의 복호 구조의 특징을 이용

하여 위상 오차  와 180°에서 동일한 성능을 

얻을 수 있는 180° 회전 불변성 극 부호를 설계하였으

며 전산 실험을 통해 그 성능을 확인하였다. 제안하는 
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극 부호는 마지막 채널에는 항상 고정 비트를 전송하

고 나머지 채널들 중 신뢰도가 높은 채널에 정보 비트

를 전송하는 방식으로 180° 회전 불변성을 달성한다. 

제안하는 극 부호의 경우 위상 오차  및 180° 

일 경우 위상 오차가 없는 기존 극 부호와 동일한 성

능을 얻을 수 있으며 부호화 및 복호 복잡도는 기존 

극 부호와 동일하다. 제안하는 극 부호는 데이터 비도

움 반송파 위상 복원 기법을 사용하는 이진 위상 변조 

시스템과 사용되어 수신기 구현 복잡도를 낮출 수 있

는 장점이 있다. 
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