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정사  망각인자와 LMF를 사용한 채  추정기
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요   약

LMF (least mean fourth) 알고리즘은 특히 비정규 잡음 상황에서 안정성  빠른 수렴성을 나타낼 뿐만 아니

라 추정 오차도 낮은 것으로 잘 알려져 있다. 최근 LMS (least mean square) 알고리즘 분야에서는 다양한 환경에

서 고정 스텝 크기 LMS보다 우수한 결과를 내는 가변 스텝 크기를 용한 알고리즘들에 한 심이 증 되어 

왔다. 본 논문에선 LMF에 한 가변 스텝 크기의 한 방법으로 정사  망각인자를 사용하여 스텝 크기를 가변하

는 LMF 알고리즘을 제안한다. 본 논문은 제안한 방법의 우수성을 시불변 채 과 시변 채  각각의 채  환경 하

에서 시뮬 이션을 통하여 보인다. 
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ABSTRACT

The least-mean fourth (LMF) algorithm is well known for its fast convergence and low steady-state error 

especially in non-Gaussian noise environments. Recently, there has been increasing interest in the LMS (least 

mean square) algorithms with an adjustable step size. It is because the adjustable step-size LMS algorithms have 

shown to outperform the conventional fixed step-size LMS in the various situations. In this paper, an adjustable 

step-size LMF algorithm is proposed, which utilizes an orthogonal projected forgettign factor, and simulation 

shows the superiority of the proposed algorithm in the time invariant and time variant channels.
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Ⅰ. 서 론

음향 통신과 음향 신호처리에서 필터를 설계하여 

잡음을 동반한 데이터로부터 유용한 정보를 추출하고 

있다. 이를 한 필터 최 화 문제를 푸는 해결책  

하나가 1949에 발표된 Wiener 필터 설계 방법이다
[1]. 

그러나, Wiener 필터 설계는 처리될 신호들이 정재 

상태(stationary)이어야 하고 한 이들 신호들의 통계

 특성을 충분히 이용할 수 있어야 한다. 더욱이 최

 필터 계수를 구하기 해 일명 Wiener-Hoffa 방정

식이라고 불리는 많은 계산 량을 필요로 하는 선형 행

렬 방정식을 풀어야 한다
[1,2]. 그러나 응 필터는 신

호의 통계  특성을 완 하게 알지 못하더라도 최

의 필터 계수에 근 할 수 있다. 즉, 하게 선택된 

통계  기 에 따라 계속해서 최  필터 계수가 조정

되고 입력 신호와 목표 신호 사이의 오차로부터 차

으로 학습하면서 최  필터에 근 해 간다. 이런 특

징을 이용하고자 많은 연구자들이 응 필터 방법 연
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그림 1. 응 필터 시스템의 구조
Fig. 1. Structure of adaptive filtering system.

구에 심을 집 하여 왔다. 재 응 알고리즘은 시

스템 인식(system identification), 잡음 제거, 에코 상

쇄, 채  등화 등 다양한 분야에 응용되고 있다[2]. 디

지털 응 필터 시스템은 그림 1과 같은 블록 다이어

그램으로 나타낼 수 있다. 즉 필터 출력은 입력 신호

를 이용하여 목표 신호를 응 으로 추정하는 문제

로 생각할 수 있다.

그림 1로부터 오차 신호는 다음 식(1)과 같다.

( ) ( ) ( ) ˆ( ) ( ) ( )Te k d k y k d k k k= − = − w x , (1)

여기에서 ( )kx 는 입력신호 ( )x k 의 재부터 N-1

번째까지 N개의 샘 을 사용한 벡터이고, 

[ ]( ) ( ), ( 1), , ( 1) Tn x n x n x n N= − − +x L , ˆ ( )kw
은 차수가 N인 응 디지털 필터 계수 벡터 이며, 

[ ]0 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ), ( ), , ( ) T
Nk w k w k w k−=w L , T는 치 

행렬（transpose）을 나타낸다. 그 외에 부가 잡음 

( )n k 는 입력에 통계 으로 독립이고, 평균 ‘0’을 심

으로 칭 분포를 이룬다고 가정한다.

그림 1과 같은 구조의 응 필터를 구하는 방법들 

에 하나인 최소평균자승（Least Mean Square: 

LMS) 알고리즘은 실제 값과 추정 값 사이의 오차의 

에 지 평균, ( )2( )E e k ,를 최소화 하는 변수를 추정한

다.  다른 방법으로는 오차의 네 제곱, 즉 ( )4( )E e k ,

를 최소화 하는 경우도 있다[3]. 이를 최소평균사승

（Least Mean Fourth: LMF) 알고리즘이 라고 한다[3]. 

LMS 와 LMF 모두 최소화하는 변수를 얻기 해서 

경사법 (steepest descent)을 사용한다. 알려진 바와 

같이 경사법을 해서는 추정 변수 값을 갱신하는 

속도를 조 하기 해서 스텝 크기를 사용한다.

LMF는 측정 신호가 비정규 분포 부가 잡음에 노출

되었을 때 LMS 방법보다 우수하다고 알려져 있다. 

특히 수렴 후 결과를 보면 LMF가 LMS보다 더 정확

한 추정 결과를 생산한다
[4]. 그리고 LMS와 마찮가지

로 LMF 알고리즘의 수렴 속도와 오차 성능이 스텝의 

크기에 따라서 달라진다고 알려져 있다[2]. 즉, 빠른 수

렴 속도를 해서는 큰 크기의 스텝이 필요하나 정확

도가 떨어지고, 정확도 향상을 해서 작은 크기의 스

텝을 택한 경우 수렴 속도가 떨어진다
[2]. 그러나 수렴 

속도와 정확도 둘 다를 모두 만족하는 하나의 스텝 크

기를 고정 으로 정하는 것은 불가능하다. 이와 련

하여 스텝 크기를 상황에 따라 변화 시켜서 수렴 성능 

향상을 꾀하는 가변 스텝 크기 알고리즘이 LMS 알고

리즘과 련하여 많은 결과가 발표되었다
[5-8]. 그러나 

이에 반하여 LMF 분야에서는 가변 스텝 크기에 한 

연구가 상 으로 다
[9].

본 논문에서는 고정 크기 스텝을 사용하는 NLMF

의 수렴성을 향상 시키는 방법을 제안한다. 그 방법의 

하나로 기울기 벡터의 직교 정사 을 사용한 가변 망

각인자를 용한 알고리즘을 제안한다. 이 방법은 

Kwong 등에 의해서 발표된 직교 기울기 응 (OGA, 

orthogonal gradient adaptive)필터 방법에 소개된 직

교 정사  가변 망각인자를 LMF에 용한 것이다
[6].

제안된 알고리즘의 성능을 보이기 해서 기존 

LMF 알고리즘과 함께 시불변 시스템과 시변 시스템

에 한 시스템 인식 실험을 하고 그 수렴 성능을 비

교한다.

Ⅱ. LMF

본 장에서는 LMF 알고리즘을 요약한다. LMF는 

오차의 네 제곱 즉 ( )4( )E e k 를 최소화 하는 하는 것이

라고 서론에서 기술한 바 있다. 단 LMF에서는 오차

의 네 제곱 값의 평균 ( )4( )E e k 을 사용하는 신, 오

차의 네 제곱 순시값 
4( )e k 를 사용한다. 좀 더 구체  

말하면 다음과 같다[2,3].

그림 1에서와 같이 

과 를 각각 추정 시스

템 계수 벡터와 참 시스템 계수 벡터라고 하자. 시간 

k에서 순시 오차는 다음 식과 같다.
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( ) ( )
( )

ˆ ( ) ( )

ˆ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ( ),

T

T T
o

T

e k d k k k

k k n k k k

n k k k

= −

= + −

= −

w x

w x w x

c x

(2)

여기서 ˆ( ) ( ) ( )ok k k= −c w w . 순시 오차 ( )e k 의 4제

곱 한 후 ˆ ( )kw 에 한 미분을 용하면 다음과 같은 

식을 얻을 수 있다.

( )4 3( ) 4 ( ) ( )e k e k k∇ = − x . (3)

 순시 미분 값을 사용 하여 다음과 같은 추정 시

스템 계수 갱신 식이 유도된다.

( )4

3

3

ˆ ˆ ˆ( 1) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) 4 ( ) ( ),

ˆ ( ) ( ) ( ),

k k e k

k e k k

k e k k

μ

μ

μ

+ = − ∇

= +

= +

w w

w x

w x

(4)

여기서 μ 는 스텝 크기다.

Ⅲ. 기울기 벡터의 직교 정사 을 사용한 가변 

망각인자

3.1 가변 망각인자 유도

 식 (3)과 같은 순시 오차 기울기를 직  사용하

는 신 과거의 오차 기울기와 재 순시 기울기  

망각인자, λn,를 사용한 축차 방정식을 만들 수 있다. 

이 방정식으로부터 일종의 이동 평균값을 구하는 효

과를 얻을 수 있다. 그 의미는 각 순간 마다 일종의 평

균 오차 기울기를 구하는 것과 같다.

)()1(J(n))( * nnn n gp
w

p +−=
∂
∂

−= λ , (5)

여기서 
3( ) ( ) ( )k e k k=g x 이다. p(n)이 이 의 

p(n-1)과 직교인 계를 늘 유지하기 해서 식(6)에

서와 같은 계식을 만족하록 한다.

 식 (6)을 망각인자에 해서 풀면 다음과 같은 

가변 망각인자를 얻을 수 있다.

( ) ( 1)
( 1) ( 1) ( ) ( 1) 0

H

H H
n

n n
n n n nλ

−

= − − + − =

p p
p p g p

, (6)

2

( ) ( 1) ( 1) ( 1)

( ) ( 1) ( 1)

H H
n

H

n n n n

n n n

λ = − − − −

= − − −

g p p p

g p p
(7)

에 사용한 계산법이 벡터간 직교 정사 을 구하

는 것과 유사하여 직교 정사  망각인자라고 하기로 

한다. 이 가변 망각이자를 사용하면 평균 오차 기울기

를 계산하되 상황에 따라 그 평균을 취하는 기간 길이

를 변화시킬 수 없어서 응 필터의 수렴 상황에 맞는 

평균 오차 기울기를 계산할 수 있다.

3.2 기울기 벡터의 직교 정사 을 사용한 LMF
 식 (6)과 식(7)을 이용하여 식(4)를 다시 쓰면 아

래와 같이 된다.

*

J( 1) ( )

( ) ( )

n n

n n

μ

μ

∂
+ = +

∂
= +

w w
w

w p
, (8)

여기서 )()1()( nnn n gpp +−= λ ,이고 

*
2

2* ))()(()()( Rnynynn −= xg ,이고

2)1()1()( −−−= nnnH
n ppgλ 이다. 실제 응 필터를 

운 할 때에 좀 더 안정 인 수렴 성능을 얻기 해서

는 순시 기울기를 직  사용하지 않고 순시 기울기의 

방향만을 사용하는 것이 좋은 경우가 많이 있다. 이를 

하여 순시기울기를 정규화 시키는 과정을 추가할 

수도 있다.

Ⅳ. 시뮬 이션

본 장에서는 시뮬 이션을 통해서 제안한 알고리즘

의 수렴 성능을 알아본다. 이를 해서 시간에 상 없

이 특성이 일정한 시불변 시스템에 해서 일반 LMF

와 3장에서 제안한 직교 정사  망각인자 LMF간의 

수렴 성능을 비교한다. 그리고 실험 간에 채 이 갑

자기 바 는 시변 시스템에 해서 각각 수렴 성능을 

비교한다.

4.1 시불변 시스템에서 수렴 성능 비교

제안된 알고리즘의 일반 인 수렴 성능을 보이기 

해서 시불변 시스템 환경하에서 수렴 실험을 하

다. 실험에 사용된 환경을 구체 으로 기술하면, 시스

템의 임펄스 응답은 유사한 실험이 실린 논문에서 사

용한 채  응답 ow = [-0.3, -0.9, 0.8, -0.7, 0.6]을 사
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그림 3. 변 채 에서 수렴 성능 비교 (실선: =0.01인 
LMF, -×-: =0.05인 LMF,  -▽-:  =0.1인 LMF, -○-: 제
안한 알고리즘).
Fig. 3. Convergence performance comparison in the 
abruptly-changing channel (solid line: LMF with =0.01, -×-: 
LMF with =0.05, -▽-: LMF with =0.1, -○-: proposed 
algorithm).

수렴 시  

[시간 샘 ]
MSE [dB]

제안된 알고리즘 150 -27.2

고정 스텝 크기 

(μ =0.1) 알고리즘
60 -16.5

고정 스텝 크기 

(μ =0.05) 알고리즘
80 -21.5

고정 스텝 크기 

(μ =0.01) 알고리즘
300 -27.7

표 1. 시불변 채  경우 수렴 성능 요약 비교
Table 1. Performance comparison for time invariant 
channel case.

용하 다[10]. 그리고 시불변 채  상에서 제안된 알고

리즘과 통 인 고정 스텝 크기 LMF의 수렴 성능을 

각각 비교하 다. 이 때 사용한 고정 스텝 크기 값은 

0.01, 0.05  0.1로 설정하 다. 본 스텝 크기 값은 

반복 실험을 통해서 발산 없이 수렴 속도가 가장 빠른 

때의 스텝 크기 값과 가장 수렴 오차가 은 때의 스

텝 크기 값  그 간 값으로 정하 다.

그림 2을 보면 제안한 직교 정사  망각인자 LMF

와 세 개의 서로 다른 고정 스텝 크기 사용하는 LMF

를 서로 비교하 다. 결과로부터 고정 스텝 크기 LMF

의 경우 작은 크기 스텝을 사용할 때는 MSE(Mean 

Square Error)가 작으나 수렴 속도가 느리고, 큰 스텝 

크기를 사용할 경우 수렴 속도가 빠르나 MSE가 큰 

것을 알 수 있다. 그림 2를 통해서 고정 스텝 크기 (μ

=0.1)를 사용하는 LMF는 수렴 속도가 가장 빠른 반

면 MSE는 가장 크다. 반면에 고정 스텝 크기 (μ

=0.01)인 경우는 수렴 속도가 가장 느린 반면 MSE는 

가장 작다. 제안된 알고리즘과 비슷한 MSE를 보이는 

고정 스텝 크기의 경우와 비교하여 표 1에 요약하

다. 그림 2와 표 1로부터 제안한 직교 정사  망각인

자 LMF의 성능은 제안한 직교 정사  망각인자가 

LMF의 고정 스텝 크기를 상황에 맞게 보정하여 수렴 

기에는 빨리 수렴하고 충분히 수렴 후에는 작은 오

차를 유지함을 알 수 있다.

그림 2. 시불변 채 에서 수렴 성능 비교 (실선: =0.01인 
LMF, -×-: =0.05인 LMF, -▽-:  =0.1인 LMF, -○-: 제안
한 알고리즘).
Fig. 2. Convergence performance comparison in the time 
invariant channel (solid line: LMF with =0.01, -×-: LMF 
with =0.05, -▽-: LMF with =0.1, -○-: proposed 
algorithm).

4.2 격하게 변하는 시변 시스템에서 수렴 성능 

비교

제안된 알고리즘의 성능을 보기 한  다른 경우

로써 격히 변하는 시변 시스템 환경하에서 수렴 실

험을 하 다. 

실험에 사용된 환경을 구체 으로 기술하면, 처음

부터 2000번 샘 까지는 시스템의 임펄스 응답이 

1ow = [-0.3, -0.9, 0.8, -0.7, 0.6]이다가 2001번 샘

부터 임펄스 응답이 2ow = [0.6, -0.7, 0.8, -0.9, -0.3]

로 갑자기 변하는 시변 채  상에서 제안된 알고리즘

과 통 인 고정 스텝 크기 LMF의 수렴 성능을 각

각 비교하 다. 2001번째에 변화시킨 이유는 한 채

을 충분히 수렴 후 새로운 채 로 변화시키려고 4.1

에서 한 실험을 참고하 다. 이 실험에서도 고정 스텝 
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크기 값은 0.01, 0.05  0.1로 설정하 다.

그림 3으로부터 제안된 알고리즘과 비슷한 MSE를 

보이는 고정 스텝 크기의 경우와 비교하여 표2에 요

약하 다. 그림 3과 표 2로부터 제안한 직교 정사  

망각인자 LMF가 한번 수렴이 되어 시불변 특성을 유

지하다 갑자기 채 이 변하는 경우에도 변화는 상황

에 맞춰서 채  추정기 체를 신속하게 응하고 있

는 것을 알 수 있다.

수렴 시  

[시간 샘 ]
MSE [dB]

첫 

번

째 

수

렴

제안된 알고리즘 150 -27.2

고정 스텝 크기 

(μ =0.01) 알고리즘
300 -27.7

두 

번

째 

수

렴

제안된 알고리즘 2300 -28.2

고정 스텝 크기 

(μ =0.01) 알고리즘
2420 -28.7

표 2. 하게 변하는 시변 채  경우 수렴 성능 요약 비교
Table 2. Performance comparison for abrupt time varying 
channel case.

Ⅴ. 결  론

본 논문에선 고정 스텝 LMF의 수렴 성능을 향상시

키기 한 한 방법으로 직교 정사  망각인자 LMF를 

제안하 다. 제안한 방법은 순시 오차 기울기 신 가

변 망각인자를 도입한 이동 평균 오차 기울기를 사용

하도록 하 다. 이를 통해서 수렴 상태에 따라 알맞은 

평균값을 제공하여 수렴 시간은 유사한 수렴 성능을 

갖는 고정 스텝을 사용하는 경우에 비해 많게는 50%

에서 게는 30% 정도 향상시키고 MSE도 고정 스텝

을 사용한 경우의 최소 MSE에 해 약 1dB 내외로 

유사한 효과를 얻었다.
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