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부분 순환 차족을 이용한 분할 

반복 부호의 설계
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Codes Using Partial Cyclic Difference 

Families

Hosung Park

요   약

본 논문에서 부분 순환 차족의 한 클래스를 이용하

여 분할 반복 부호를 설계하는 방법을 제안한다. 제안

하는 부호는 기존에 수학적 구조를 이용해 설계된 부

호들과 차별화된 파라미터를 보인다. 또한, 손실 노드 

복구시 유연하게 네트워크 대역폭을 사용할 수 있는 

장점이 있다.

Key Words : Distributed storage code, fractional 

repetition code, partial cyclic 

difference family, replication degree

ABSTRACT

In this paper, we propose a construction method 

of fractional repetition (FR) codes using a class of 

partial cyclic difference families. The proposed codes 

show different parameters from existing FR codes 

based on mathematical structures. Moreover, they 

have advantages to enable flexible network 

bandwidth when repairing a failed node.

Ⅰ. 서  론

현재 발생하는 엄청난 양의 디지털 데이터를 저장

하기 위해서 데이터센터의 수가 폭증하고 있으며, 향

후 이러한 추세는 더욱 빨라질 것으로 예상되고 있다. 

이에 따른 비용 및 공간의 제약 문제는 결국 데이터의 

효율적 저장으로 최대한 극복해야 하는 실정이다. 효

율적 저장을 위해 핫 데이터 (hot data)를 위한 복제 

기반 분산 저장 기술[1]과 콜드 데이터 (cold data)를 

위한 소실 부호 (erasure code) 기반 분산 저장 기술
[2,3]로 나뉘어 발전하고 있다.

복제 기반 분산 저장 기술은 현재 HDFS[1] 같은 파

일시스템에서 이미 사용되고 있는 방법이며, 랜덤한 

방법 대신 수학적 구조를 바탕으로 복제된 파일 조각

들을 분산시키는 방법은 분할 반복 부호를 통하여 구

현될 수 있다. 스테이너 시스템, 그리드, 상호 직교 라

틴방진, 하다마드 디자인, 그래프
[4], 상대 차족[5], 완전 

차족[6] 등을 이용하여 다양한 분할 반복 부호가 설계

되었다. [4]와 [5]에서는 사용된 수학적 구조마다 특정 

파라미터의 부호들을 얻을 수 있으며, [6]에서는 광범

위한 범위의 파라미터에 대해 부호가 설계되었다.

본 논문에서는 반복 차수가 3인 분할 반복 부호를 

설계하기 위해 부분 순환 차족
[7]을 이용하는 방법을 

제안한다. 설계된 부호를 변형하여 여러 파라미터를 

가지는 부호들을 만들어낼 수 있으며, 이러한 부호들

은 기존에 설계되었던 분할 반복 부호들과 다른 파라

미터를 가진다. 제안하는 부호는 손실 노드 복구시 유

연하게 네트워크 대역폭을 사용할 수 있는 장점을 보

인다.

Ⅱ. 분할 반복 부호

분할 반복 부호는 저장하고자 하는 파일을 여러 조

각들로 분할하고, 각 조각을 수차례 복제한 후, 일정

한 규칙에 따라 노드들에 분산시킨다. 분할 반복 부호

는 복구를 위해 네트워크 대역폭을 최소한으로 이용

할 뿐 아니라 디스크의 입출력 및 연산을 최소로 한

다. 현재까지 수학적 구조들을 이용하여 다양한 분할 

반복 부호들이 제안되었고, 각 설계 방법마다 부호의 

파라미터들이 다르므로 보다 다양한 파라미터를 위해

서 새로운 설계 방법들이 필요하다.

본 논문에서 데이터의 각 심볼들은 의 원소이고, 

파일은 외각 부호화를 거친 후 (생략가능) 개의 심볼

로 이루어지며, 데이터를 저장하기 위한 노드의 수는 

이라고 가정하자.   분할 반복 부호 는 다

음의 조건을 만족시키는 … 의 개의 부

분집합 …으로 정의된다. 1)   ; 2) 
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 Blocks

15 {0,1,4}, {0,2,9}, {0,5,10}

21 {0,1,3}, {0,4,12}, {0,5,11}, {0,7,14}

27
{0,1,3}, {0,4,11}, {0,5,15}, {0,6,14},

{0,9,18}

33
{0,1,3}, {0,4,10}, {0,5,18}, {0,7,19},

{0,8,17}, {0,11,22}

39
{0,1,3}, {0,4,18}, {0,5,27}, {0,6,16},

{0,7,15}, {0,9,20}, {0,13,26}

45
{0,1,3}, {0,4,10}, {0,5,28}, {0,7,34},

{0,8,32}, {0,9,29}, {0,12,26}, {0,15,30}

표 1.  부분 순환 차족의 예 (기울임꼴은 단블록을 
나타낸다).
Table 1. Examples for  partial cyclic difference 
family (short blocks are slanted).

   ,   …; 3) 심볼 는 들에 정확히 

번 포함된다. 이와 같이 정의된 분할 반복 부호 에 

의해 노드 는 에 있는 심볼들을 저장한다.

분할 반복 부호 는 접속 행렬 에 의해 표현

되기도 하는데, 이는 ×의 크기를 가지고 그 

원소는 가 심볼 를 포함하면 1, 그렇지 않으면 0

이 된다. 모든 가 로 일정하고,  역시 로 일정

할 때 는   정규 분할 반복 부호라고 불리고, 

그 접속행렬은 행가중치와 열가중치가 각각 일정한 

정규 행렬이 된다. 정규 분할 반복 부호가 아니면 비

정규 분할 반복 부호라 부른다.

분할 반복 부호를 사용한 분산 저장 장치에서 하나

의 노드 가 손실되었을 때 다른 노드들로부터 개의 

심볼을 다운로드 받으면 그 노드는 복구될 수 있다. 

그리고 사용자가 임의의 개의 노드에 접속해서 다운

로드 받을 수 있는 최소의 심볼 수 는 다음과 

같이 표현된다.

 ⊂…
  

∪∈

주어진 에 대하여 는 분할 반복 부호가 저

장을 보장하는 심볼의 개수를 의미하며, 저장하고자 

하는 파일의 크기와 일치한다.

Ⅲ. 부분 순환 차족을 이용한 분할 반복 부호 설계

본 논문에서 부분 순환 차족을 이용하여 분할 반복 

부호를 설계하는데, 이를 위해 디자인 이론 [7]에서의 

정의들을 설명한다. 

정의 1:  …를 가산 군 (additive 

group) 의 부분집합이라고 하자. 의 -안정화기 

(stabilizer)는  를 만족시키는 ∈들로 구

성된 의 부분군 (subgroup) 로 정의된다. 

 인 경우 는 전블록 (full block)으로, 그렇

지 않은 경우는 단블록 (short block)으로 불린다.

정의 2: 의 차 리스트는 멀티셋 

      … ≠으로 정의된

다. 의 한 원소 ∈의 중복도 (multiplicity)는 

정수 에 대하여 의 형태가 된다. 의 부분 

차 리스트는 각 ∈가 정확히 번 포함되는 멀티

셋 로 정의된다.

참고로  는 가 전블록일 필요충분조건

이다.

정의 3: 를 차수가 인 군이라고 하자. 크기가 

인 의 부분집합(블록)들 …은 0을 제외한 

의 모든 원소들이 ∪⋯∪에 정확히 번 

나타날 때   차족으로 정의된다. 차족이 적어도 

하나의 단블록을 포함할 때 부분 차족으로 불린다.

가   …과 동형 (isomorphic)이면 

해당하는 차족은   순환 차족으로 불린다. 본 

논문에서는  인 부분 순환 차족을 이용하여 분할 

반복 부호를 설계하고자 한다. 이에 앞서 해당 차족이 

존재하는 충분조건은 다음 정리와 같다 [7, p. 614].

정리 1: ≠, ≡ 에 대하여   

부분 순환 차족이 존재한다.

  부분 순환 차족의 블록의 개수는 

  이 된다. 아래 표는 ≤ ≤ 에 대

하여   부분 순환 차족의 예시이다. 더 많은 파

라미터에 대한 설계방법 및 예시는 [7]을 참고할 수 

있다.

이제   부분 순환 차족을 이용하여 분할 반

복 부호를 설계하는 방법을 제안한다. 먼저 ≠, 

≡ 에 대하여   부분 순환 차족 

   (  …)을 설계한다. 

여기서 항상 마지막 블록이 단블록이 되도록 한다. 그

리고 분할 반복 부호에서 노드의 수 을 부분 순환 

차족의 와 동일하게 설정하고, 

  









   (  …
)가 되도록 한다. 그러면 분할 부호는 (  ,

  ,  )의 파라미터를 가지게 된다.

아래 그림은 표 1의 (15,3,1) 부분 순환 차족을 이
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그림 1. 제안하는 (15,9,3) 분할 반복 부호의 접속 행렬.
Fig. 1. Incidence matrix of the proposed (15,9,3) 
fractional repetition code.

 

그림 2. (15,3,1) 부분 순환 차족으로부터 생성된 제안하는 
3종류의 부호들의 파일 크기 비교.
Fig. 2. File size comparison for the three proposed codes 
constructed from (15,3,1) partial cyclic difference family.

용하여 상기 설계 방법으로 얻은 (15,9,3) 분할 반복 

부호의 접속 행렬이다. 행렬에서 0을 모두 생략하고 1

만 표시하였다.

그림 1에서 볼 수 있듯이 제안하는 부호는 마지막 

개의 파일 심볼들에 대하여 3개의 노드에 동일한 3

개의 파일 심볼을 분배하여 저장하는 것을 볼 수 있

다. 분할 반복 부호에서는 보통 하나의 노드로부터 하

나의 파일 심볼을 전달받아 손실된 노드를 복구하는 

것을 가정하는데, 제안하는 부호의 상기 성질은 노드 

복구를 위해서 하나의 노드로부터 최대 4개의 파일 

심볼을 전달받는 것이 가능해진다. 따라서 손실 노드 

복구시 동일한 랙에 위치한 노드들처럼 네트워크 연

결에 좋은 노드들 간에 대역폭을 유연하게 사용할 수 

있는 장점을 제공한다.

한편, 제안하는 부호의 접속행렬에서 맨 뒤의 정사

각형에 해당하는 부분행렬에서 마지막 개 또는 

개의 열을 제거해도 행가중치 및 열가중치가 일

정한 정규행렬이 됨을 알 수 있다. 위의 방법으로 

(  ,  , ) 분할 반복 부호와 

(  ,  , ) 분할 반복 부호를 설계

할 수 있다.

Ⅳ. 지원하는 파일 크기 모의실험 

제안하는 분할 반복 부호 중   및 

부호는 기존 설계된 부호 중 동일한 

파라미터를 가지는 것이 없고,   부호

는 스테이너 3중 시스템 (Steiner triple system, STS)

으로부터 설계된 분할 반복 부호 [4]와 동일한 파라미

터를 가진다. 그럼에도 불구하고 부호

에 대해서 지원하는 파일크기를 검증하기 위해 순환 

차족 (cyclic difference family, CDF)으로부터 설계된 

분할 반복 부호 [6]에서 부호의 길이를 짧게 변형하여 

제안한 부호와 동일한 파라미터의 부호를 얻은 후 비

교한다. 파일 크기 시뮬레이션을 위해 그림 1의 제안

하는 (15,9,3) 부호와 (19,3,1) CDF로부터 얻은 

(15,9,3) 부호를 비교하고, 제안하는 부호에서 마지막 

열들을 제거해서 얻은 (15,8,3), (15,7,3) 부호들과 

STS(15)부터 얻은 (15,7,3) 부호를 비교하여 그림 2에 

나타내었다. 제안하는 (15,9,3) 부호는 CDF로부터 얻

은 부호와 정확히 동일한 파일 크기를 지원하며, 제안

하는 (15,7,3) 부호는 STS로부터 얻은 부호에 비해 

≤ ≤ 에 대해 더 큰 파일 크기를 가진다.
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