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요   약

Nystrom 방법은 Symmetric Positive -Semidefinite (SPSD) 행렬의 열들을 균등하게 샘플링하여 SPSD 행렬의 

저-랭크 성분을 예측하는 방법이다. 그러나, 정확한 복원을 위해서는 선택된 열들로 이뤄진 집합의 행렬이 풀-랭크

의 성질을 만족해야 하는 강력한 전제조건이 수반되는데, 실제로 이러한 조건을 만족시키는 샘플링 방법을 찾기는 

매우 어렵다. 본 논문에서는 원래의 SPSD 행렬로부터 가능한 한 정보를 많이 가진 열들을 획득하기 위하여 간접

적으로 기하학적 Coherence 값을 활용하는 방법을 새롭게 제안하였다. 또한, 제안하는 방법에서는, Coherence 값

을 적절한 레벨로 맞추고 이를 통해 성공적인 SPSD 행렬의 저-랭크 성분 예측을 가능케 하기 위하여 극 희귀 랜

덤 투사법을 활용하였다. 결과적으로 제안하는 기법은 기존의 Nystrom 샘플링 방법들에 비하여, 계산량은 현격히 

줄고 성능은 one-shot 기법과 같은 최상위 기법에 근접하는 효율적인 기법임을 실험을 통하여 검증하였다. 

Key Words : Nystrom method, manifold, coherence, low-rank matrix approximation, sparse random 

projection, geodesic distance

ABSTRACT

The Nystrom method approximates a low-rank matrix to a Symmetric Positive-Semidefinite (SPSD) matrix by 

uniformly sampling from its columns. To guarantee an accurate reconstruction, the strong assumption that the 

chosen column subset matrix has full-rank should be satisfied. It is very difficult to find a sampling method that 

satisfies these conditions. In this paper, a novel geometrical measure to calculate coherence is utilized indirectly 

and this term is related to the possibility of acquiring informative columns from the original SPSD matrix.  The 

proposed method uses very sparse random projection to adjust the Coherence value to an appropriate level, which 

enables successful low-rank matrix approximation of the SPSD matrix. Consequently, comparing with the 

conventional Nystrom sampling methods, the proposed method is experimentally proved to be efficient in 

reducing the complexity and close to the best performance method such as one-shot method.
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Ⅰ. 서  론

컴퓨터 비전, 자연어 처리, 컴퓨터 생물학 및 기타 

분야의 현대 학습 문제는 종종 수만에서 수백만에 이

르는 훈련 사례의 대규모 데이터 세트를 기반으로 한

다. 그러나 많은 머신 러닝과 데이터 마이닝(커널 릿

지 회귀, 커널 부분 공간 추적, 스펙트럼 클러스터링, 

기타 커널 기반 기술 등) 방법들에는 대규모 확장성에 

대한 온전한 방법론이 없다. 일반적으로 커널 방법은 

데이터 요소 쌍, 즉 내부 데이터 간의 내적을 통한 유

사성 측정에 의존한다. 따라서, 거대한 크기의 유사성 

행렬의 계산 및 저장은 복잡도를 높이게 된다. 이러한 

사실을 해결하기 위한 커널 방법의 확장성은 대규모 

문제에 대한 주요 화두가 되었다. 또한, 오늘날의 빅 

데이터 세계에서 이러한 현상은 원래의 고차원 데이터

로부터 저차원 구조를 추출하여 계산 복잡도를 낮추는 

방식의 차원 축소 알고리즘의 부흥을 일으켰다
[1]. 

스펙트럼 방법은 차원 축소의 효율성을 높이는 측

면에서 개발이 이루어졌는데, 주로 데이터 요소 간의 

관계를 인코딩하는 positive definite 커널 행렬의 고유 

벡터를 사용하는 방법이다. 일반적으로, 커널 그램

(Gram) 행렬의 고유 벡터는 다양한 스펙트럼 클러스

터링 및 매니폴드 학습 알고리즘에서 저차원 매니폴

드의 고유 구조를 밝히는 데 도움이 된다. 커널 방법

을 가속하는 데 가장 많이 사용되는 방법, 즉 Nystrom 

방법은 거대한 커널 행렬의 고윳값 분해를 근사하기 

위한 효율적인 방법이다
[2]. 스펙트럼 방법의 장점은 

positive definite 행렬의 고유 분해의 많은 연구로 인

하여 충분한 이론적 분석을 제공한다는 점이다. 따라

서 본 논문에서는 신호 처리의 핵심 부분인 Nystrom 

방법으로 알려진
[2] 스펙트럼 분석 및 저-랭크 행렬 복

구를 근사화하는 기술을 연구의 대상으로 하였다. 

Nystrom 방법은 대규모 데이터 세트로 알고리즘을 진

행할 때, 저-랭크 근삿값을 위한 SPSD (그램) 행렬의 

적은 부분만으로 전체 데이터에 대한 충분한 예측값

을 제공한다.

이러한 Nystrom 방법은 refining 분해법과 샘플링 

기반 방법 두 가지 방법으로 분류할 수 있다
[3]. 

Nystrom 방법의 첫 번째 범주는 교차 행렬을 재정의

하는 것으로 Nystrom 방법의 재구성 형태로 나타난다
[3]. 샘플링 기반 Nystrom 방법은 원래 커널 그램 행렬

의 적은 열 부분집합에서 추출된 정보를 사용하여 정

확한 저-랭크 근사를 달성할 수 있다는 가정을 포함한

다
[3]. 그러나 이 가정은 정확히 맞지 않는다. 따라서 

coherence 성질
[4]과 중요도 샘플링[5]을 사용하여 효과

적인 열을 추출하는 기능을 특성화하기 위한 많은 기

술이 개발되었다. 그중 그램 행렬로부터 샘플링하기 

위해 필요한 열의 수의 하한값을 종래의 coherence 측

정치 측면에서 압축 센싱 기법에 기초한 방법이 제안

되었다
[4]. CUR 행렬 분해 알고리즘[5]은 그램 행렬의 

우측 특이 벡터로부터 통계적 레버리지 점수를 계산

하고 이로부터 높은 점수의 비중있는 열을 추출하는 

것을 목표로 한다. 그러나 이러한 레버리지 점수는 저-

랭크 행렬 근사 문제에 적용될 때, 그램 행렬의 특정 

열에 미치는 영향의 양을 정량화한 다음, 이 값을 중

요도 샘플링 분포에 사용하게 되는데, 이때 행렬의 크

기가 너무 크면 그램 행렬의 Singular Value 

Decomposition (SVD)를 계산하는데 문제가 발생한

다.

본 논문에서는 이러한 계산 문제를 해결하고 동시

에 샘플링된 벡터의 incoherence를 보장하기 위해 랜

덤 투사 기반 샘플링 방법이 새로이 제안되었다. 그리

고 Nystrom 공식화에 따른 주요 부분 공간의 

coherence와 교차 행렬 내의 정보들 간의 관계 정도는 

coherence 측정을 위하여 새롭게 제안된 기하학적 

geodesic 거리에 의해 분석된다. 또한, 랜덤 프로젝션 

방법 중, 본 알고리즘에서는 교차 행렬에서 coherence 

레벨을 조정하기 위해 극 희귀 랜덤 투사 방법을 사용

하였다. 이를 통해 희소성이 증가하여 근사 오류가 줄

어들고 계산 복잡도는 줄어드는 효과를 보인다.

Ⅱ. Nystrom Method

우선 기본적인 Nystrom 방법에 대해 살펴본다. 

를 × 크기의 주어진 Symmetric Positive Semi- 

Definite(SPSD) 행렬이라고 하고, 로 표시된 랭크 

≪ 의 행렬로 를 근사화한다고 가정한다. 저-랭

크의 근삿값을 얻기 위해, 의 열 중  ≪  인 열을 

교체하지 않고 랜덤하게 추출한다. 일반성을 잃지 않

으면서, 를 이러한 샘플링 된 열의 ×   행렬로 표

현하고, 를 에 대응하는 행의 교집합을 포함하

는  ×   행렬로 표현할 수 있다. 따라서 다음과 같이 

의 열과 행을 표현할 수 있다. 

  


    and 
        (1)

계산 시 교차 행렬 의 SVD를 사용하여 의 고

유 분해를 근사한다. SPSD 커널 행렬 의 저-랭크 

근삿값을 생성하는 Nystrom 방법은  및 를 사용
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그림 1. 일반적인 Nystrom 방법의 원리 
Fig. 1. Principle of the Common Nystrom Method

하여 그림 1과 같고 다음과 같이 표현할 수 있다.

≈  (2)

교차행렬 의 역행렬을 계산할 수 없다면, 의사역

행렬(Pseudo inverse)을 사용할 수 있다.

행렬 의 특이값과 특이벡터를 근사하기 위해 정

확한 고윳값 분해인 
을 사용하여 계

산한다.

  
 ,  







 (3)

의 시간 복잡도는 ( + nlk)로 계산되고, 여기

서 은 의 SVD에 대한 값이고, 는 에 대한 

곱에 대한 값이다.

다음은 coherence에 근거한 분석을 위해서 

Nystrom 스펙트럼 복원식을 살펴본다. 식 (3)을 사용

하여 Nystrom 스펙트럼 복원식을 다음과 같이 표현할 

수 있다[6].




 
   (4)

이 근삿값의 정확도는 와 


의 Schur 

complement에 기반한다.


   



 


  (5)

따라서   일 때 근삿값은 에서 완벽하게 수행

된다. 하지만 이 조건은 강한 조건이기 때문에 이를 

위한 고정 분포 기법, 다양한 샘플링 기법 등이 소개

되었다[7].

Ⅲ. 제안하는 방법

본 논문에서는 계산 복잡성을 줄이고 동시에 샘플

링된 부분 공간 사이의 incoherence를 보장하기 위해 

새로운 랜덤 투사 기반 Nystrom 스펙트럼 복원식 방

법을 제안한다. 이론적 분석을 위해, coherence 측정

은 새롭게 제안된 geodesic 거리 측정 방식으로 계산

된다. 또한, 계산의 효율성을 높이기 위해 샘플 행렬

에 극 희귀 랜덤 투사
[10] 방법을 사용한다.

3.1 Coherence 기반 분석

Nystrom 스펙트럼 복원식은 주어진 데이터 

∈×가 있고 그것의 그램 행렬을 라 

할 때, 로부터 열을 선택하는 0과 1로 이뤄진 샘플

링 행렬(∈× )과 교차행렬로 이루어져 있다.. 이

때,       로  교차행렬

을 정의한다. 이때, 





 이고 의 

SVD이다. 그러면 Nystrom 스펙트럼 복원식은 아래

와 같이 표현할 수 있다
[6].


 

  (6)

  
  (7)





  (8)





 는 교차 행렬의 상위 개의 특이벡터들

로부터 이뤄진 영역에 투사하는 역할을 한다. 샘플된 

데이터로부터 확장되는 부분 공간은 랭크 를 가지는 

그램 행렬의 복원정확도에 영향을 미치는 요소이다. 

실제로 


가 그램 행렬 의 번째까지의 고유 벡

터와 유사하게 만드는 것이 목표이다. 또한 와 의 

랭크가 서로 같아야 완벽한 Nystrom 복원이 가능하다
[3]. 하지만 그램 행렬 (∈× )로부터 적절한 개

의 열들을 뽑는 것은 다루기 어려운 조합 문제로 알려

져 있다. 

다음은 행렬의 coherence와 Nystrom 스펙트럼 복

원식과의 관계에 관하여 기술한다. 일반적으로 행렬 

의 coherence와 직교 열은 다음과 같이 

정의한다[3].

  (9)
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여기서 는 의 번째 행 벡터와 번째 열벡터

를 나타내고, 에 대한 부분 공간의 coherence는 열

의 정보량의 정량적인 수치를 나타낸다. Nystrom 방

법의 성능은 에서 선택한 열에 따라 달라진다. 

본 논문에서는 일반적인 식 (9)와 달리 geodesic 거

리를 간접적인 coherence 측정값으로 사용한다[8]. 이

렇게 하면 행렬의 특이벡터가 표준 기저와 상관되는 

정도를 측정하여 coherence를 계산할 수 있고
[3], 표준 

기저 행렬과 의 차원의 고유 벡터 사이의 

geodesic 거리를 계산할 수 있다[9]. 또한, geodesic 거

리를 평가하기 위해 선행연구
[9]에서의 단계를 따른다. 

Geodesic 거리가 가까울수록 incoherence가 보장되고, 

더욱 정확한 Nystrom 스펙트럼 복원식이 가능해진다. 

직관적으로 정보가 행렬의 열에 고르게 분산되어 있

으면 복원 성능이 올라간다. 따라서, 다음 문제는 

‘


에 의해 축소된 공간에 어떻게 낮은 coherence

의 열들만 모을 수 있는가?’ 이다. 본 논문에서는 이를 

위해 단순한 균일한 샘플링 방법이 아닌 극 희귀 랜덤 

투사 방식을 사용하여 투사된 열 기저 벡터에 의해 스

팬 된 부분 공간에서의 incoherence 정도를 강화시키

는 방법을 제안하였다.

3.2 Very sparse random projection 
먼저 원래의 Nystrom 방식을 따르기 위해 균일한 

샘플링을 수행한다. 투영된 행렬을 얻기 위하여 교차 

행렬 ∈×에 랜덤 프로젝션 행렬을 곱하면 다음

과 같은 형태로 쓸 수 있다[10].

 


∈× ≪  (10)

극 희귀 랜덤 투사 행렬 P는 다음과 같이 정의한다
[10].

 









    



   



   


(11)

이때, 는 행렬의 희귀성을 조절하는 변수이다. 선

행연구[10]에 따르면, 극 희귀 랜덤 투사 행렬 는 점

근적으로 가우시안 분포를 가지므로 분석이 용이하다. 

극 희귀 랜덤 투사 행렬 는 높은 incoherence를 가

지기 때문에 일반적으로 행렬 도 마찬가지로 높은 

incoherence를 가진다. 또한, 투사 행렬 는 (교차 

행렬 의 고유 벡터)의 직교성을 유지 시킬 뿐 아니

라 랭크도 보장해 준다[11].

  
 
 

(12)

이러한 점은 기존의 Nystrom 방법의 샘플링 기술

들보다 더 incoherence 한 부분 공간을 보장하는 방식

이 되고 더 좋은 복원 결과를 얻을 수 있게 된다. 실제

로 표 1에서 극 희귀 랜덤 투사 방법을 사용하였을 때 

모든 경우에 있어 상대적으로 낮은 coherence, 

geodesic 거리를 가짐을 볼 수 있다.

Dataset Matrix  Geodesic distance

LETTER
 4.8293 × 

 2.8106 × 

MNIST
 6.2121 × 

 2.509 × 

DEXTER
 6.2486 × 

 2.8683 × 

표 1. 각 데이터 세트별 Coherence 비교
Table 1. Comparison coherence measures on each dataset 

Ⅳ. 실  험

이 장에서는 제안된 방법의 성능을 탐색하고 다른 

연구와 비교하기 위한 실험 결과를 제시한다. 실험은 

Intel 3.50GHz CPU, 16GB RAM 및 64 비트 

Windows 10 OS를 사용하여 MATLAB R2016a에서 

각 실험을 진행하였다. 상대 근사 오차 (상대 오차)라

는 측정값을 기반으로 다양한 실험을 수행하였고 상

대 오차는 


 이다. 본 논문에서는 제안하는 

알고리즘의 정확도 및 수행 속도를 타 논문과 비교하

기 위해서 실제 데이터 세트 LETTER, MNIST 및 

DEXTER를 활용한다. 각 데이터 세트는 20,000개, 

60,000개, 2,600개의 인스턴스로 이뤄졌고, 원본 데이

터는 각각 16, 784, 20,000의 차원으로 구성되어 있다. 

LETTER 데이터는 26개의 영어 대문자로 구성되었

고, 20개의 다른 폰트가 존재한다. MNIST 데이터 세

트 안에는 그레이 스케일에 해상도가 28 by 28인 손
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그림 2. LETTER 데이터에 대한 상대 오차(위), 시간(아래) 
성능 비교
Fig. 2. Performance comparison of Letter. Relative 
error(up), Computation time(down)

Method Time complexity

Standard Nystrom
[4]

 

Standard Nystrom

with Rand SVD
[12] 

One-shot Nystrom
[13]



Proposed method  

표 2. 랭크가 인 그램 행렬을 얻기 위한 다양한 Nystrom 
기반 방법들의 계산 복잡도
Table 2. Complexities for various Nystrom-based 
methods to obtain a rank- approximation

그림 3. MNIST 데이터에 대한 상대 오차(위), 시간(아래) 
성능 비교
Fig. 3. Performance comparison of MNIST. Relative 
error(up), Computation time(down)

으로 적힌 숫자 영상이 포함됐다. DEXTER 데이터는 

문자 분류에 많이 사용되는 것으로서, 문자를 

bag-of-words로 표현했다. 실험적으로 복원하고자 하

는 행렬의 저차원 랭크값을 9로 설정하였고, 희귀성을 

조절하는 변수 는 3으로 설정하였으며 이 값은 데이

터 특징에 따라 변화될 수 있다. 커널 그램 행렬 는 

radial basis 함수를 사용하였고, 는 다음과 

같이 
 



으로 정의한다. 이때 커널 변

수 는 데이터에 따라 달라지고, LETTER에서는 

  , MNIST에서는   , DEXTER에서는 

   이다. 제안된 방법은 대표적인 Nystrom 방법

인 기본적인 Nystrom 방법[4], 랜덤 SVD를 사용한 

Nystrom 방법[12], one-shot Nystrom 방법[13]과 비교한

다. 주어진 데이터 세트에 대한 정량적 평가로서, 로

부터 선택되는 열들을 30에서 300까지 10배 키운다.

표 2는 다양한 Nystrom 기반 방법의 시간 복잡도

를 나타낸다. 기본적인 Nystrom 방법의 동작 시간은 

과 로 구성되어있는데, 첫 번째는 교차 

행렬의 SVD를 위한 것이고, 두 번째는 의 곱으로 

인한 것이다. 

그림 2는 LETTER 데이터 세트, 그림 3은 MNIST 

데이터 세트, 그림 4는 DEXTER 데이터 세트에 대한 

실험결과를 나타낸다. 각 그림에서 위쪽 그림은 상대

적 복원 오차, 아래쪽 그림은 계산 복잡도의 실험결과

를 나타낸다. 그림 2, 3, 4에서 one-shot Nystrom 방

법은 직교성 보존을 위한 추가적인 연산을 하여 성능

은 높지만, 계산 복잡도가 높은 경향이 있다. 제안하

는 방법은 one-shot Nystrom 방법과 비교하여 성능은 

근접한 수준이지만 빠른 속도를 나타낸다.
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그림 4. DEXTER 데이터에 대한 상대 오차(위), 시간  (아
래) 성능 비교
Fig. 4. Performance comparison of Dexter. Relative 
error(up), Computation time(down)

Ⅴ. 결  론

본 논문에서는 기존의 반복 기반 샘플링 방법과 비

교하여 계산 복잡도를 줄이기 위해 Nystrom 스펙트럼 

복원식을 위한 효율적인 극 희귀 랜덤 투사 기반 샘플

링방법을 coherence 성질에 기초하여 제안하였다. 결

과적으로 Nystrom 스펙트럼 복원식의 성능은 유지되

지만, 복잡도는 샘플링된 열의 수와 선형적으로 변경

되어 크게 줄어든다. 또한, 극 희귀 랜덤 투사 방식을 

일반 랜덤 투사 방식을 대신하여 사용함으로써, 실제

로 극 희귀 랜덤 행렬  에 의해 적절한 수준의 

incoherence는 보장하면서도, 교차 행렬 의 희귀성

의 증가를 통한 현저한 계산 복잡도 감소 효과를 얻을 

수 있었다.
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